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1 Vectores y fractales 


Vectores 
> SABERES DINÁMICOS 


Un vector es un segmento orientado que tiene un origen y un extremo. ab es un vector con origen en a y 
extremo en b. También se lo puede nombrar con una letra minúscula: ү. 

Todo vector está caracterizado por una dirección, un sentido y un módulo. 

* La dirección de un vector v está dada por la recta que lo incluye o recta sostén. 

Dos vectores tienen la misma dirección cuando se encuentran sobre una misma recta sostén o en rectas 
paralelas. Si dos vectores se encuentran sobre la misma recta sostén, son colineales. 


R/S 


© El sentido de un vector V está indicado por la Los vectores ab y cd 
orientación de la flecha. 


Я ЕК | | tienen la misma dirección, 
* El módulo |v| es la longitud o la medida del vector. 


distinto sentido y distinto 


módulo. 
Los vectores que tienen la misma dirección, el ENS 
mismo sentido y el mismo módulo se llaman Vy w son vectores E 
vectores equipolentes. 

; ; : z е opuestos. = 
Si dos vectores tienen el mismo módulo, la misma R w 
dirección, pero sentido contrario, se dice que son > 
vectores opuestos. ll 


Vectores referidos al origen de coordenadas 


Cuando se representa un vector equipolente ves ип representante 
a ab, de forma tal que el origen de este nuevo canónico que tiene por 
vector coincide con el origen de coordenadas, _, Componentes (4: 2), 
se obtiene un representante canónico. ab 1 v se lee: "vector ab 


equipolente al vector y". 


Cuando el origen de un vector es el origen de coordenadas, las coordenadas del punto extremo coinciden con 
las componentes del vector. 


Dado ab tal que a = (x; y.) y b = (xi; y,), para hallar las componentes del representante canónico se aplica la 


siguiente fórmula: 

=> > . 

ab ff V = (ху = Yo) 
= significa entonces. 


a = (2; -1) > b = (4; -3) = v = (1 - 2; -3 + 1) = v = (-1; -2) 


El vector nulo es aquel en el cual coinciden el origen y el extremo. En símbolos se puede expresar como ү, 0 
n > z А =} 
bien 0. La representación gráfica de v, es un punto y sus coordenadas, (0; 0). 


ACTIVIDADES з о шше 
Comu: Comunicación 


ApAp 


PenCrit 


PenCrit 


б 


Referencia del trabajo con capacidades 


PenCrit: Pensamiento crítico 


1. Vectores 


CyRes: Compromiso y Responsabilidad 
Con respecto a la capacidad Resolución de Pro- 


lo largo de todas las actividades del libro. 


Test de comprensión 
1. Respondan y expliquen las respuestas. 


a. Dos vectores que tienen la misma dirección, ¿son siempre equipolentes? No. 


b. Dos vectores que tienen sentidos contrario, a veces ¿son opuestos? Sí. 


=> о r n => 
c. Ves un representante canónico que tiene por componentes (3; 5), entonces el módulo de v, ¿es 8? No. 


2. Completen teniendo en cuenta el siguiente cubo. 


> > 
a. ef y cb son vectores opuestos 


Sos => 
b. ae y cg son vectores 


equipolentes 


> 


=> . . . жо 
с. eh tiene igual dirección que g 


> Y 
d. Volumen del cubo = 8 ст?, entonces el módulo de ad es | 2m | 8 


3. Observen el siguiente sistema de ejes y resuelvan. 
a. Escriban las coordenadas de los puntos indicados. 
; b = 


(22) | €= 


а= 
d= 


b. Hallen gráficamente e indiquen sus componentes. 


(2; 4) FEC] (30) | 


(0;=1) 


O =› -=> 
• El representante canónico de ba y de dc. (3;1)y(1;2) 


- El vector opuesto al оё. (0; 1) 


- Un vector equipolente al 06. Por ejemplo: origen en (0; -1) y extremo en (3; -1) — — 


ç . .. => . . $ 
• Un vector de igual dirección que ed y distinto módulo. Por ejemplo: origen en (-1; -1); extremo en (3; -3) 


4. Completen la siguiente tabla. 
Componentes del vector Origen del vector 


(1; 3) 


5. Hallen los valores de a y b en cada caso. 


b. Componentes del vector = 
(-2; b); origen del vector = 
(-1; a) y el extremo = (b; 2a). 


a. Componentes del vector = 
(a; -1); origen del vector = 
(3; -b) y el extremo = (5; -2). 


Extremo del vector 


Para recordar pág. 19 


c. Componentes del vector = 
(5; -5); origen del vector = (а; b) 
y el extremo = (3b; 2a). 


CAPÍTULO 1. Vectores y fractales 


Adición y sustracción de vectores 


> SABERES DINÁMICOS 


Las componentes del vector suma o resta son iguales a la suma o a la resta de las componentes de los 


vectores sumados. 


У= (уйуу) л W= (w; w) => V+ W= (0, t W,; V, t wJ) TIP 
A significa y. 
V = (v; v) A W = (w; wJ) =>V-W= (v, - w,; vy = №) 
Sean: v = (2: -3) y W (172) 
v + w = (2; -3) + (1; 2) ica ama 
v+ W = (2 + 1; -3 + 2) = (3; -1) У-и 


= (2-1;-3- 2) = (1; -5) 


Para sumar gráficamente, se debe emplear Іа regla del paralelogramo o bien la regla de la poligonal. 
Para restar gráficamente, se suma el opuesto del segundo vector. 


Regla del paralelogramo 


Se grafican los vectores con el origen en común. 
Por el extremo de cada uno de ellos se traza una 
paralela al otro vector, determinando un paralelogramo. 
La diagonal del paralelogramo, con origen en el 
origen de los vectores sumados, es el vector suma. 


-4 А 


(0,3) 01:2) = (3-1). 


Regla de la poligonal 


Se grafica un vector y a continuación, desde el 
extremo de este, se grafica el otro vector, cuidando 
de mantener la equipolencia. El vector suma es el 
que queda determinado por el origen del primer 
vector y el extremo del segundo. 


ACTIVIDADES 


ApAp 


8 


2. Adición y sustracción de vectores 


Test de comprensión 


6. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. La resta de dos vectores ¿es conmutativa? No. 
b. La resultante de la suma de vectores ¿puede ser el vector nulo? Sí. 
с. lal =2y Bl = 3, entonces la dh b| ¿es siempre 5? No. 


7. Resuelvan analítica y gráficamente (apliquen la regla indicada en cada caso). 
Sean los vectores: а = (-2; -3); b = (1; -2); € = (0; 5) y d = (2; 0). 


> ә 
а.а- р = 


• Analíticamente: (-3;-1) 


> 


> > 
с. р-а-с= 


• Analíticamente: (3; -4) 


• Gráficamente (regla del paralelogramo): • Gráficamente (regla de la poligonal): 


b.c+d= 


• Analíticamente: (-2: 5) 


d.c+d+b 


• Analíticamente: (-1: 3) 


• Gráficamente (regla del paralelogramo): + Gráficamente (regla de la poligonal): 


8. Hallen el valor de a y b en cada caso. 


а. (-3; 2b - 4) + (-2; 1) = (a; 5) 


b. (a - b; 1) - (b; -3) = [=2 a) с. (2a; a + b) + (3; 2b) = (5; 6) 


а= -5 р= 4 


CAPÍTULO 1. Vectores у fractales 


a= 4 b= 3 а= 1 b = 5/3 


Producto con vectores. Módulo de un vector 


> SABERES DINÁMICOS 


Producto de un escalar por un vector 

aV n 
El producto de un escalar с por un vector V es un vector W que cumple con las siguientes condiciones: 
ғ Tiene la misma dirección que Y. 


Ë : А e 
• Su módulo es igual a Ja] veces el módulo de v. 
• El sentido es el mismo que el de v si a > 0 y opuesto si a < 0. 


=> ЕТ 
Cuando un vector w puede expresarse como el producto entre un escalar distinto 
de cero y un vector v, se dice que los vectores son linealmente dependientes. 


La dirección de ambos vectores está dada por una recta sostén de 
ecuación y = a. x. 

=ý => > > £ š 
Si w = a. v, entonces w y v son linealmente dependientes. 
En particular, si œ = 0, lo que se obtiene es el vector nulo y si a. = -1, 
se obtiene el vector opuesto. 


Módulo de un vector 


El módulo de un vector se calcula mediante el teorema de Pitágoras. 
A > ж > 
Como el módulo es la longitud de un segmento, resulta siempre que |v| > 0. 


> 
М = We + vë 


Para un vector v = (3; 1), su módulo es: [v| = УЗ? + 12= [у] = V10 
El módulo de un vector, dados su origen y su extremo, es: lab] = V(x, = х„)? + (y, — yy? 


Producto escalar de dos vectores 
El producto escalar entre dos vectores da por resultado un número real y se define, en función de sus 
componentes, como: 

V = (v; ү) A w = (w; w)= 


> 


V = (2; 3) A w = (-1; 2) = 


Interpretación geométrica del producto escalar 

V.W= VI. [її]. сов vW 
El ángulo determinado por los dos vectores se calcula despejando la fórmula 
anterior. 


8 > — 


Vw = arc cos Р агс соѕ Е. ЗБИР агс соѕ 0,496 = 
М1. [її 3:05 , 


go 
<> 
WwW 


vw = 60° 14' 45,41" 


ApAp 


TracO 


3. Producto con vectores. Módulo de un vector 


Test de comprensión 
9. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. El producto escalar de dos vectores opuestos ¿es cero? No. 
b. И =2y |w| = 3, es cierto que V. W ¿es siempre 6? No. 
с. El producto escalar entre dos vectores colineales del mismo sentido ¿es igual al producto de los módulos de 
cada vector? Sí. 


10. Completen con el vector correspondiente. b c 
=s. =з» => > => = РУ, 
а.ар+ой= ao с.ар+бс+са= 0 
—> => р к= PP > 
b.bc+cd= bd d.ab-da= a 


11. Resuelvan teniendo en cuenta los vectores. 


у= (38,2) y W = (-1; -2) 


> > > 

а. IVI = v5 а. |v| +|w| = /13+v5 
> ә > 

b.|w| = v5 е. М.М = -7 
ә > 33 

c. |v — W| = /32=442 f. V W = 150°15'18" 


өө 


12. Reúnanse con un compañero y hallen el valor де К para que los vectores sean linealmente 
dependientes, es decir, que sus componentes sean proporcionales. 


a. V= (25) y k O k=-6 


b. V= ТЕ (5; 2) k=5/4 


2 


> /1 > 
o. = [yk] y W=(2:k-3) k=-1 
13. Hallen a y b para que cumplan las condiciones en cada caso. 
a.(-3;5).a + (-1;b) = Ü a--1/2yb=5/3 с. (-3; 5) = a. (2; 3) + b. (-1; 2) а= -17уь=197 
b. V2. (V8; a) - (b; 0) = (6; V2) a=1yb=-2 а. (a + b; 3) = (2;a - b) a=25yb=-05 


14. Completen con el escalar que verifique la igualdad en cada caso. 


> = > > > 

a a= — b e.c=|£.| d 
2 

> -1 > > 2 > 

b.b=7|.a d.d=[.C 


CAPÍTULO 1. Vectores y fractales 


3. Producto con vectores. Módulo de un vector 


a. db + bh = 
b. ef + fg = 


dh 


= 


eg 


с. legl = v50 = 5V2 
d. || =| V735 -5v3 


=r => 
e.ab.ae= 0 


>o>o 
f.ae.gC=| -25 


16. Tengan en cuenta que un versor 


< 


> 
expresen cada vector como у= Vl 


а.а = (3; -2); b = (2; 1) 


15. Observen la figura y resuelvan, sabiendo que volumen del cubo = 125 cmš. 


Para recordar pág. 19 


b 
(V) es un vector cuyo módulo es igual a 1 y í = (1; 0), J = (0; 1) y 
+v). 
а= юй ы] 
b-a] 
cadel 
de -21 
e= 151-4] 


17. Calculen lo pedido en cada uno de los siguientes casos. 


Componente del ab = (1:3) 


lab|= vi 
b. a= 021+ 3]: b= /21- 73] 


Para recordar _ pág. 19 


ГЕП Kian 


3. Producto con vectores. Módulo de un vector 
18. Observen el siguiente gráfico y resuelvan. 


2 
V =l 8 V E| 43/2 У = (1,5; V3/2) 


20. Lean atentamente y respondan. 


Un bote se desplaza a una velocidad relativa al agua de V, = 4 m/s. La velocidad 
del agua es v, = 3 m/s. Calculen: 


a. La velocidad del bote respecto a la tierra, si se desplaza en el mismo sentido que la corriente. 


|v| = 7 m/s 


b. La velocidad del bote respecto a la tierra, si se desplaza en sentido contrario a la corriente. 


[| =1т/$ 


с. El tiempo, en minutos, que tarda el bote en desplazarse una distancia de 500 m hasta el punto "p 


y regresar al punto de partida "o". Consideren cada tramo a la velocidad constante. 


t= 9,5 тіп 
Un paquete que pesa 20 kg se desliza por un plano inclinado que forma 30° con la horizontal. Para recordar pág. 19 


Calculen la intensidad de las fuerzas Fay Fb, siendo Fa la fuerza que lo hace deslizar por el plano 
y Fb la fuerza que adhiere el paquete al plano inclinado. 


Fa = 10 kgf, Fb = 10 УЗ kgf 
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Ecuación vectorial de la recta 


> SABERES DINÁMICOS 


Un vector está asociado a una recta cuando tiene su misma dirección, es decir, que puede estar incluido en 
* => А 

la recta о en una paralela a ella. Dados un punto р, perteneciente a una recta К y un vector v asociado a ella, 

se puede hallar su ecuación vectorial. 

о, punto p, perteneciente a la recta R, determina соп el punto p, un vector p,p paralelo al vector 

asociado. 


В=р+рр O 

Como р.р es paralelo a v, resulta: 

ЖЫП (2) 

Reemplazando (2) еп (1), se obtiene: 

p= р,+ a. V л ®єВ > Ecuación vectorial de la recta. 


В: (х; y) = (X + y) +a. (у; v) > En función de las componentes de 
cada vector. 


v= (2; 1) yp, = (1; 2) 

La ecuación vectorial de la recta A es: A = (x; y) = (1; 2) + а. (2; 1) 
Asignándole valores a a, se obtienen todos los puntos de la recta. 
a=-1>p=(1;2)+ (1). (2; 1) = p = (1; 1) 


Relación entre la ecuación vectorial y la explícita 


Ecuación vectorial 


К: (х; у) = (х;у) + a (у; v) 


Dados p, = (-4;3) y v = (3; -2), siendo v un vector asociado a la recta R, hallen su ecuación explícita. 
R: (х; y) = C1; 3) + æ . (3; -2) = В: (x; y) = C1 + 3а; 3 – 20) 

¡a AO >= 

Ecuación vectorial 


x+1 TIP 
x=-1+30=> =q Te 
: 3 € significa pertenece. 
уе 3-20= 755 =@ 
R: = = 3 эв:-2.(х+1)=3.(у-3) = #:-2х-2=3Зу-9 =R: 3y =-2x- 2 + 9 
= E Ecuación explícita Dinamica Conecta 


3 3 


ingresen en puerto.pub/ecvec * para mirar un video 
donde se explica un ejemplo acerca de la ecuación vec- 
torial de la recta. 


* Enlace acortado de https: //youtu.be/mGJg0nNetc0?t=287 


ГЕО ------------------------------------------------------------------------ 


4 Ecuación vectorial de la recta 


Test de comprensión 
21. Respondan y expliquen las respuestas. 


a. El punto l>: 1) ¿pertenece a la recta R: (х; y) = a. (1; 2)? sí. 
b. (9; 11) €R: (х; y) = (1; -1) + a. (2; 3), entonces ¿a = 4? sí. 
ApAp| c. La pendiente de R: (x; y) = (2 + 20; 3 + a) ¿es 2? No. 


22. Marquen con una X la respuesta correcta. 


a. El punto (x; y) que pertenece а la recta R: (x; y) = (2; 3) + a..(2; 1) es: 


(4,-4)[ | w| | Б x] 


b. R: (x; у) = @.(—1; 3) es la recta: 


у= -х+3 у= -3х X «y =3x 


23. Determinen el valor de k para que cumpla las condiciones. 
a. к 3 eR: (х;у) =a. (1; 3) k=1/5 
b. y = kx +1 sea paralela a R: (x; y) = (2; 1) + œ. (2; 5) к= 5/2 


c. у = kx +1 sea perpendicular а R: (х; y) = (2; 1) + a. (2; 5) k= -2/5 


24. Resuelvan dados los puntos a = (-1; 1) y b = (1; -3). 
a. Hallen la ecuación vectorial de la recta M que pasa por el punto (5; 2) y es paralela a ab. 


Б: (х;у) = (5,2) +01. (2; -4) 


.. . . ж 
b. Hallen la ecuación vectorial de la recta N que pasa por el origen de coordenadas y es paralela а ab. 


Вуху) = о..(2;—4) 


25. Resuelvan sabiendo que р = (2; 9) y q = (3; 7). 


ша 
а. Hallen las componentes de рд. v-(;-2 
b. Hallen la ecuación vectorial de la recta que pasa por los puntos p y q. 


В: (х; у) = (29) +о. (1; -2) о В: (х;у) =(3,7)+a.(1;-2) 


с. ¿Cuál es la pendiente de esa recta? Pendiente = -2 


26. Encuentren la ecuación vectorial de cada una de las siguientes rectas. Escriban la ecuación explícita. 


В: (ху) = (112) + a.(2:2) В: (х;у) = (3; 0) + о. (3;1) 


у= -х+3 у= 1/3х- 1 
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E Noción de fractal 


» SABERES DINÁMICOS 
Un fractal es un objeto geométrico cuya estructura básica, fragmentada o 


aparentemente irregular, se repite a diferentes escalas, es decir, tiene la pro- _ Ingresen en puerto.pub/fract * y en puerto.pub/fract2 ** 
pied ad de autosimilitud. para conocer más acerca de los fractales y su aplicaciones. 

: š Zk: Enlaces acortados de * https: //www.youtube.com/watch?v=4u- 
Muchas estructuras naturales son de tipo fractal. La propiedad matemática sis laa 
clave de un objeto genuinamente fractal es que su dimensión métrica fractal fractalestml 


no es un número entero. 


Las siguientes imágenes corresponden a una secuencia de figuras donde se repite la misma estructura 
y se forma un fractal. 


Figura 1 Figura 2 
А1 B1 А1 / \ B1 
Figura 3 Figura 4 


En este caso, se realizaron los siguientes pasos: 

1. Al segmento de la figura se lo divide en tres partes iguales, se borra el segmento del medio y se dibujan 
otros dos de la misma medida, como se ve en la figura 2. 

2. Se hace lo mismo con cada uno de los segmentos que quedan determinados. 

3. Se continúa de la misma manera hasta que no sea posible seguir dibujando. Р 

Como resultado de esta construcción, еп cada paso el perímetro de la figura se multiplica por 3 

Este fractal recibe el nombre de Curva de Koch. 


Áreas dinámicas [Matemática y Física] 


El movimiento browniano es el movimiento aleatorio que se observa 
en algunas partículas microscópicas que se hallan en un medio fluido 
(por ejemplo, polen en una gota de agua). La trayectoria de una par- 
tícula en movimiento browniano fue uno de los primeros fenómenos 
naturales en los que se reconoció una autosimilitud a diferentes escalas 
de aumento. 


5. Noción de fractal 


Test de comprensión 
27. Respondan y expliquen las respuestas. 


a. La dimensión de un fractal ¿puede ser 2) sí. 
b. La estructura de un fractal ¿se puede repetir solo un número finito de veces? No. 
ApAp c. Una pequeña sección del fractal, ¿puede ser vista como una réplica a menor escala de todo el fractal? sí. 


á 


28. Observen la siguiente secuencia que genera la Salchicha de Minkowski y resuelvan. 


Figura 1 Figura 3 
ASSTT 


A ÁK—__ [n 


Figura 2 


a. Reiteren el proceso una vez más. 


b. Expliquen con sus palabras el proceso de formación del fractal. 


_La longitud de cada uno es un cuarto de la del segmento original 


29. Dibujen teniendo en cuenta la siguiente secuencia. 
a. Dibujen un segmento (utilicen un papel afiche). 
b. Dividan en tres segmentos iguales y descarten el segmento del medio. 
c. Reiteren el proceso con los restantes segmentos. 


d. Comparen sus producciones con el resto de los compañeros. 


A ы 


Observen la figura y resuelvan teniendo en cuenta que L = 12 cm. 
a. Calculen el perímetro de las primeras tres figuras. 12; 16; 64/3 LL 


1 
Р be А ; 3 
b. Hallen una fórmula en función de L que permita calcular el perímetro. 
Perímetro = (4/3)"-1. L 
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Integración final 1 


зо. Resuelvan lo pedido en cada caso teniendo en зд. Observen el siguiente gráfico y resuelvan. PenCrit 
cuenta los puntos. 


а = (-2; 1), b = (1; 1) y c = (0; 3) 


a. Hallen las componentes de ab y ba. (3; 0) y (=3; 0) 


y 


> 


b. Resuelvan analítica y gráficamente а + с - 2b 
y 1 (с+30). (43y(15:3) 


2 -= > 
с. Calculen el módulo de [6с], [ба + ac] y 
=> => 

Iba] + |ас|. /5;vV5 y 3+ 2v2 


31. Hallen el valor de k en cada Para recordar MM 
caso. 


a. v = (k; 4), w = (6; k + 5) y |vw] = 5. Indiquen si 
ese valor es único y comprueben gráficamente. 


> > 
a. Las componentes de v - w. (5—4) 


b. El módulo de cada vector. Iv = 2 |w| = 5 


> . | ©: V. W= = 
b. u = (k; 2) es linealmente dependiente con > 
V= (k+ 1; -1). k=2/3 d.V.(-W)=6 
c. U = (k = 4; 2) y V = (k; 2) son perpendiculares. e. El ángulo que forman v y W. 126° 52' 11" 


Indiquen si ese valor es único. k=2 


@. 
32.. Hallen los componentes de X para que se 
verifiquen las siguientes igualdades. 


0= (0; -2); 7 = (-1;4); М = (-3;2) 


> > > > 
a.3V-U+X=0 х= (3; -14) 


35. Reúnanse con un compañero y resuelvan. Traco 


33. Marquen la respuesta correcta. > Р > > 
a. Demuestren que oa es equipolente a bc, y ac 
> 


> > х 12А 
a. Un vector paralelo а у + 3w es: es equipolente а ob. Com. de be = (2; 2); Com. de ас = (3;1) 


` 3w b. Calculen el perímetro del oabc. 4/2 + 24/10 
2v + бм X c. Calculen los ángulos internos del oabc. 
э G sss 54 S S Y 
-2v 
р I | 36. Grafiquen el triángulo abc, sabiendo que 
b. v = (-3; 2) es perpendicular al vector: а = (5; 2), b = (3; 0) y c = (1; 6). 
-w= (2; -3) | a. Demuestren que es rectángulo. 
` W = (2,3) X b. Calculen el área. 8 
n W= (3; -2) a. Componente de ba = (2; 2); Componente de ac= (-4; 4). 


ba.ac=0 


18 


37. Indiquen si los siguientes puntos pertenecen 
a R: (x; у) = k. (4; -1) + (5; 1). En caso afirmativo, 
indiquen el valor de k. 


a. (10; 2) No. 
b. (1; 2) Sí.k=-1 


с. (5; 1) sí.k=0 
а. (7; 0,5) Sí. к= 1/2 


38. Hallen la ecuación vectorial de cada una de las 
siguientes rectas. 


a. А: pasa por a = (2; -1) y tiene la misma dirección 
que V= (1,2). А: (хуу) = (2; -1) + a. (1; 2) 

b. B: pasa por el origen de coordenadas y es para- 
lela a v = (3; -1). B: (х,у) =а.(3;-1) 

с. C: pasa por b = (-1; 3) y es paralela a la recta 
++ 1 =2x+2. С: (ҳу) = (51,3) +a.(1; 4) 


3 


d. D: pasa por q = (3; -2) y tiene pendiente -7 


e. E: es paralela al vector Ù = УЗ ï - V2 | y pasa 
por p = (2; 2). E: (x y) = (2;2) + a. W3; - V2) 


£. F: pasa por p = (-2; 5) y es perpendicular a la 
recta R: (х; y) = (2; -1) + К(—1; 3). E: (х,у) = (52; 5) + a(3; 1) 
а. 0: (х, y) = (3; -2) + a. (4; -3) o (3; -2) + a. (-4; 3) 


39. Hallen el valor de a y b en cada caso. 
а. (2a - 1; 6) e R: (x; y) = (2; 5b +1) – 3(a; 2) 
b. (-1; 2) e R: (x; y) = (a + 2b; b) + (a; b - а) 
R: (х; у) = (1; 2) + 3(a; b) es paralela a la recta 
y==7X* 2 ¿Existe una única solución? 


a.a= к 11/5b.a=-1b=1/2c. Por ej. a = 4b = -3; b = -3/4a 
40. Marquen con una X lo pedido en cada caso. 


a. El gráfico correspondiente a 
R: (ху) = 


k(-2; 1) + (3; 0). 


b. Una recta perpendicular a 


В: (х; у) = К(—2; 1) + 
1 
Eya= y +2 


(3; 0). 


у= 2х+2 X 


1 
NES 


41. Observen la ч secuencia y resuelvan. 


А А А 


V3 
4 


a. Calculen el número de 


Para recordar pág. 19 
triángulos sombreados de 


cada uno de los sucesivos pasos y escriban la 
sucesión que se forma. 1; 3; 9; 27; .. 


Perímetro, = 3; área, = 


b. ¿Qué tipo de sucesión es? Geométrica. 
с. Escriban su término general. а, = 37” 


d. Calculen cuántos triángulos sombreados se 
generarán cuando hayan aplicado 20 veces el 
mismo procedimiento. а, = 3° 


e. Calculen el perímetro у el área de las cuatro 
primeras figuras. 


Área de 
triángulos 
sombreados 


Perímetro de 
triángulos 
sombreados 


Cantidad de 
triángulos 
sombreados 


£. Indiquen qué sucede con el perímetro y con el 
área de la figura sombreada a medida que crece el 
número de veces que aplicamos el procedimiento. 


g. Hallen una fórmula que permita calcular el área 
en función de A}. Área = (3/4) A, 

a. El perímetro es cada vez mayor, tiende a infinito y el área cada 
vez menor, tiende a cero. 


CAPÍTULO 1. Vectores y fractales 


p d Explicaciones de temas de años anteriores que pueden ser Е | 
d [d pe C 0 [ d [ útiles para resolver algunas actividades de este capítulo. 


Propiedad conmutativa de una operación en un conjunto dado 


A es un conjunto y "x" es una operación definida en ese conjunto > ae A; b e A, entonces axb = bxa. 


Razones trigonométricas definidas en un triángulo rectángulo 


a _ cateto opuesto al & cos д = 281810 adyacente al д 


sen más cateto opuesto al & 
` hipotenusa š hipotenusa ga 


© cateto adyacente al à 


Teorema de Pitágoras 


En todo triángulo rectángulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los 
catetos. 
Hipotenusa’ = Cateto,? + Cateto,? 


Ecuación explícita de la recta 


y = mx +b > donde m es la pendiente y b es la ordenada al origen. 


Condición de paralelismo entre rectas ТЇР 
y,=mx+bay,=mx +c 
т, = т, e y, // y, 


<= significa siy solo si. 


Condición de perpendicularidad entre rectas 
y, = Mx + be y, = m,x +c 


1 
m. = 721 


Resolución sistema de ecuaciones. Método de igualación 


y=ax+b det 
= сх x+b=cx+d=x=— у za x 
cx kd ax +b=cx+d тсс” ara hallar el valor de y se reemplaza 
en cualquiera de las dos ecuaciones. 


Resolución ecuación de segundo grado 
ax?+bx+c=0 n 202597480 


Sucesión 


Una sucesión es un conjunto ordenado de números, uno a continuación del otro. 

Se denomina sucesión aritmética a aquella en la cual cada término de la misma se obtiene sumando al 
anterior un número constante r llamado razón aritmética. 

Se denomina sucesión geométrica a aquella en la cual cada término de la misma se obtiene multiplicando 
al anterior por un número constante q llamado razón geométrica. 


1 Autoevaluación PPE 


Marquen la opción correcta 


42. Si m = (-2; -1); n = (3; 2), ¿cuáles son las componentes de тп? 


@ (5; 3) O0;1) O(-5; -3) 


аз. Si v = (3; -2), w = (k - 3; k + 1) y V +T W, ¿cuál es el valor de К? 


Ok=3 Ok=>3 (к= 


44. Si [à] = 3 у IB] =4, [а + b| ¿es igual que 7, menor o igual que 7 o mayor que 7? 


Olé+b|=7 (Olá+b|<7 Olè +b/>7 


45. ¿Cuál es el valor de k para que a = (2; -1); b = (3; 2); c = (k; 0) estén alineados? 


_7 1 7 
00к= = Ok=3 EE 


46. ¿Cuál es la pendiente de la recta R: (x; у) = (-3; 2) + a..(-1; 5)? 


O4 $e 00 -5 


47. ¿Cuál es la ecuación explícita de la recta R: (x; y) = (0; 5) + a. (1; -3)? 


Oy = -3х GO y = -3х+ 5 Oy=4x+5 


48. ¿Cuál es el producto escalar entre v = (3; -1) y w = (-3; 1)? 


O0 69-10 O9 


49. Los fractales ¿son autosemejantes a cualquier escala? 


(х) Siempre. (O) A veces. С) Nunca. 
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0 Números complejos 


De conjunto de los números complejos 


> SABERES DINÁMICOS 


Los números complejos 


La radicación de base negativa e índice par no tiene solución en el conjunto de los números reales (V-1; 
4 Л : ; ‚ š n 

V-25; V-164), ya que no existe ningún número real que elevado a una potencia par dé por resultado un 

número negativo. 


Se define un nuevo número, llamado i, cuyo cuadrado es igual a -1: ¡2=-1=>¡=+v-1. 


Dicho número i es la unidad imaginaria en el conjunto de los números complejos (О. 
X2 + 9= 0 = х= -9 = х,,=+1-9 = х,,= +31 


Expresión binómica de un complejo 


z = a+ bi siendo a la parte real [Re(z) = a] y b la parte imaginaria [Im(z) = b]. 
• Un número real es un número complejo con parte imaginaria igual a cero. Ejemplo: z = 5. 
- Un número imaginario puro es un número complejo con parte real igual a cero. Ejemplo z = 8i. 


Complejos conjugados 
Dado un complejo 7, se define como su conjugado 7, al complejo que tiene su parte real igual y su parte 
imaginaria opuesta. 
z=a+bi=Z=a-bi 
z,=3-4i=Z,=3+4i z,=-1+2i= Z;=-1-2i 
Las soluciones complejas de una ecuación cuadrática con coeficientes reales son complejos conjugados. 


-2+ү22-4.1.10 _ -2+/=36 _-2+61 
2.3 2 2 


XxX +2x+10=0=x,,= = x, =-1+3i;x,=-1-3i 
1.2 1 2 


Representación gráfica y expresión cartesiana de un complejo 
Se define al conjunto de los números complejos (©) como: 


С = ((x; y) ER?/x ER a y ER} : E z= (a;b) 
z = (ab) =— | 
parte imaginaria а R 


parte real A cada número complejo le corresponde un punto del plano. 


Áreas dinámicas [Matemática y Ciencia y Tecnología] 


Los números complejos tienen importantes aplicaciones en la ciencia y la tecnología. Son muy útiles en el 
estudio de la relatividad, la mecánica cuántica, la corriente alterna y en vibraciones mecánicas. Son también 
introductorios de la teoría de funciones de variable compleja, la cual tiene gran importancia en el estudio de 
campos eléctricos, magnéticos y de otros tipos, mecánica de fluidos, mecánica de suelos y de sólidos. 


ГЕО ------------------------------------------------------------------------ 


6. El conjunto de los números complejos 


Test de comprensión 

1. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. La raíz cuadrada de un número real, ¿es siempre un número real? No. 
b. El conjugado del conjugado de z, ¿es el mismo z? Sí. 

ApAp| c. ¿Es cierto que si V=k es un número real, entonces k < 0? sí. 


nn ——— 7 


2. Hallen los valores de x en cada caso. Luego, marquen con una X el conjunto al que pertenecen. 


а. 2х2+8= 0 с. № -= 2х = -10 

Xx=>2i ~ Веаі (|. Complejo [x] X = 1+31 ‚ве! |. Complejo Гу ] 
Xx=-2 Веаі • Complejo х X% = 1-31 • Real e Complejo х 
b. (x - 3). (x+1)=0 а. х2 - 5x+6=0 

xļx=3 -Reali x • Complejo X = 3 e Real x • Complejo 
Xx== +*Real| x • Complejo X% = 2 «Real x • Complejo 


3. Representen en un sistema de ejes las soluciones obtenidas en cada ítem de la actividad anterior. 


PencCrit | 4. Hallen el valor de a y b para que los complejos sean iguales. 
a.3-ai=(b+1)+5i b. (a -b)+ (36 – 1)i=2i-4 с. (2а - 3b) + (b + 4a)i= -1 - 2i 


а=-—5 b= 2 a=-3 b=13 а= -1⁄7 р= 0 


5. Completen соп la componente correspondiente de modo que el complejo z pertenezca a las rectas 
indicadas. 


a. La bisectriz del primer cuadrante. z = 3 + [a | b. La recta de ecuación y = -3x. Z= 1/3 -1 
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Módulo de un complejo. Forma polar y trigonométrica 


> SABERES DINÁMICOS 


Módulo de un complejo 


A cada número complejo z = (a; b) le está asociado un vector v con origen en 
el punto (0; 0) y extremo en el punto (a; b). 

De este modo se puede hacer corresponder un vector a cada número complejo. 
El módulo de ese vector es el módulo del complejo y se representa con la letra p. 


A ---8 


р = 121 = Va? + b? 


El ángulo que forma ese vector соп el eje positivo х es el argumento y se 
representa con la letra q. 

Es importante identificar en qué cuadrante se ubica el vector asociado al 
número complejo y, luego, obtener el ángulo real correspondiente. 


DD y-------0 


Ô = arc tg? 


z=-2+3i=p=]|z|= x-2} + 32 = / 13 
@ = arc tg 3) = ф = –56°18'35" 
Сото 2 pertenece а! segundo cuadrante: 


$ = 180° – 56° 18' 35" = 123° 41' 24” 


Forma polar у trigonométrica de un complejo 


Conocidos el módulo p y el argumento Фф de un número complejo (z = a + bi), este puede expresarse en forma 
polar y en forma trigonométrica. 


a= p. cos @ b=p. sen @ 


Forma polar Forma trigonométrica 


р. (cos q + i sen ĝ) 


a. Expresen el número complejo z = 3 + 2i en forma polar y en forma trigonométrica. 
p= УЗ? + 22 = V13 =p = V13 ф=псї!&®=33°41'24” 
Forma polar: 2 = (У13; 33° 41' 24”) 

Forma trigonométrica: z = V13 . (cos 33° 41' 24” + i sen 33° 41' 24”) 


b. Expresen en forma binómica y cartesiana el número complejo z = 2. (cos 120° + ¡sen 120°). 


cos 120° =-0,5 веп 120° = > 2= 2. (-0,5 +131) > :=-1+ УЗ1—:= (1; V3) 


ATNVIDADES Si 


7. Módulo de un complejo. Forma polar y trigonométrica 


Test de comprensión 

6. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. El módulo de un número complejo y el de su conjugado, ¿tienen distinto valor? No. 
b. La expresión polar de z =(-1; 0) ¿es z = (1; 180%)? sí. 

ApAap| c.Silm(z)= 1y |z| = V2, ¿es posible que Re(z) = -1? sí. 


7. Resuelvan. 


a. Ubiquen los números complejos e indiquen de qué manera están expresados. 


Z,=-2+3 1 Forma: binómica 
z, = (1; -1) Forma: 
Za = (5: 0°) Forma: polar 


Z = 1+i Forma: binómica БАТА 
| LIN 111: 


Z; = (2; 135°) Forma: polar 
= 2. (cos 225° +i. sen 225°) Forma: 


r: Rin. ma 
ШШЕ ЧИЕН 


b. Calculen el módulo en cada caso. 


|z| = V2 


elza +12] = 4 


8. Hallen los valores de "k" posibles y de ф en cada caso. 
a. -3 + 4i = (k; ф) 


ke Q= 1265911" 


b. |(=2k +1 = i)| = V10 


к= 2; @ = 198°26' 5” v k = -1; @ = 341° 33' 52” 


с. k.(cos Q +i.sen 0) = УЗ і 


k= 2; ф = 330° 


өө 


PenCrit 9. Reúnanse en grupo y hallen lo pedido en cada caso. Para recordar _ pág. 41 
TracO 


a. Los valores de k para que "x? - k = 0" tenga raíces imaginarias. 


k<0 


b. Los valores de k para que "x? + x + К = 0" tenga raíces reales. 


ТЕК ОЕК 14. 
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Е Adición y sustracción 
» SABERES DINÁMICOS 


Adición y sustracción de números complejos en forma gráfica 


Para sumar gráficamente dos números 
complejos (z. + 2,), se suman sus vectores 
asociados. 


Para restar gráficamente dos números 
complejos (z, — z), se restan sus vectores 
asociados. 


El extremo del vector suma determina 2, + 2,. | El extremo del vector resta determina z, - 2,. 


Adición y sustracción de números complejos en forma analítica 


Para sumar o restar dos números complejos como pares ordenados, se suman o restan las componentes 
reales e imaginarias, respectivamente. 


(а; b) + (c; d) = (a + c; b + d) (a; b) - (c; d) = (a — c; b - d) 
2; 5) + (1; 4) = (-2 + 1; 5 + 4) (2; 5) - (a; 4) = (-2 - 1; 5-4) 
= (-1; 9) = (-3; 1) 


Para sumar o restar dos números complejos en forma binómica, se suman o restan las partes reales e ima- 
ginarias, respectivamente. 


(a +bi) + (c+ di) =(a+c)+(b+di (a +bi) – (c+ di) = (a — c) + (b - d)i 
G-5)+(1-4)=(B+D+(E5-4)i (5+21)-(3-51)=(5-3)+ (2 + 5) i 
=4-9i =2+7i 


Adición y sustracción de complejos conjugados 
La suma de dos complejos conjugados es igual al duplo de la componente real. 
(a + bi) + (a — bi) = (a + a) + (b – b)i = 2a 
(=2 + 3i) + (—2— 3i) =(-2-2)+(3-3)i= 2.(-2)=-4 
La resta de dos complejos conjugados es igual al duplo de la componente imaginaria. 
(a + bi) — (a - bi) = (a - a) + [b — (-b)]i = 2bi 
2 + 3i) - (2-30) = [-2 - (22)] + [3 - (-3)]і =2.3i= 6i 


ACTIVIDADES 


ApAp с. El conjugado de la suma de dos complejos ¿es igual a la suma de los conjugados de cada uno? Si es así, 
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8. Adición y sustracción 


Test de comprensión 
10. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. El conjugado del opuesto de un número complejo, ¿es el mismo número complejo? No. 


b. El valor de "а" para que (За - 2) + 51 sea un número imaginario puro, ¿es a = 22 No. 


escriban un ejemplo. Sí. Por ejemplo, para z, = (2; 3); z; =(1,2): 2, +47,=3 5i a Z,+Z,=3-= 5i 


11. Resuelvan analítica y gráficamente las operaciones pedidas en cada caso. 
=2+31  z=-5+i 


SITI I 
КЕКТҮҮ 


AeH 


12. Hallen el valor del número complejo "z" en cada caso. 
a. (-3 +2i)- z =(4- 2i) - (-3+ì c. (1+5i)+z-(2-3i)=-6i 


(-3+21)-7=(44+3) + (-2- Di>(-3+21)-(7-3i)=7=>> == (Та Б е a (= (6 6-3) 


(-3- 7) + (2+3) і=2=> 221-14] 

= -10+5і 
b.(2-41)+3.(1-1)=2 а. (1+71) + (-81) =2+2 
ВЕРСИТЕТ келүүн 


AER (1-2) +(1-0)i=2=> 


223411 2=-1-і 


13. Hallen el valor де "а" у "Б" en cada caso. 


lisas ezo b.3Fai= (b +1).f1-4i) 
-3a+ai=(1+2)+(2-b)i>-3a+ai=3+P-b)i= 3=41=(b+1)+(=1/6b=1/6)1=> 

Ja = da as = дее даде = S= ba =9=-1/5b=116=>b=%==3:==1/6..2="/0:=> 
F- A 103 a= ре? 


14. Hallen el valor de z, у z, en cada caso. 


a.Z+Z=0  Z2,=31+Z, b.Z+Z22= 1-1 2,22,=3+71 


CAPÍTULO 2. Números complejos 


Temas 6 - 7 -8 


15. Hallen los valores de x e £ en cada caso. 20. Resuelvan. 
Z 2 +1 РЕТ a. ф = 30°; la componente real es V3. ¿Cuál es el 


número complejo? 2 = Уз +i 
b.x.(3x-12)=-15 x,=2+1;x,=2-i 
b. ф = 330°; la componente imaginaria es -2. 


16. Representen los siguientes números complejos Expresen el número complejo en forma trigo- 


y expresen de la forma indicada en cada caso. nométrica. z = 4 (cos 330° + i sen 330°) 
a.z,=2-1ien forma polar. z, = (/5; 333° 26' 5”) c. Z = -3 + ki; Ọ = 225°. ¿Cuál es el valor de К? 
k=-3 


. Z, = (V3; rigonométrica. Е I 
b. z, = (V3; 2) en forma trigonométrica 21. Observen la representación de los números 


c. Z, = (-1; -2) en forma polar. z; = (/5; 243° 26' 5°) complejos y escriban su expresión binómica. 


d. 2, = 2(cos 120° + isen 120°) en forma binómica. a. 
b. z, = V7. (cos 49° 6' 23" + i sen 49° 6' 23") d. 2, = -1 +V3i 

17. Escriban en forma binómica un número complejo 

que cumpla la condición dada en cada caso. 


a. La suma entre la componente real y la imaginaria 


es > y la diferencia es 2. z=2 - 05i 


b. El producto entre la componente real y la ima- Forma binómica: z = -3,8 + 4,61 
ginaria es -6 y la suma es -1. ¿Existe una única 
posibilidad? z=2-3ivz=-3+2i 


b. 


с. El módulo es V10 y la componente imaginaria 


es -3. ¿Existe una única posibilidad? 
z=1-3ivz=-1-3i 


18. Completen la siguiente tabla. 


2 1 
ИШЕТ e Forma binómica: 2 = 17 +21 
3+1/2i | -3+1/21 
22. Tengan en cuenta los siguientes números 
complejos y resuelvan lo pedido en cada caso. 
z, = (3; -4); z, = 4. (cos 150° + i. sen 150°); 
2, = (2; 330°) 


-1/2 - 31 12-31 | _ | | 
a. Expresen los números complejos en forma 


binómica. z,=3-4iz,=-2V3+21z,=vV3-i 


b. Resuelvan analíticamente. 


¿+ Z = E i 


19. Hallen los valores de "x" e "y" para que se `2%+7,=0 
cumplan las igualdades. 


а. (2x; 0,5) = (2;у - 3) х= т;у=3,5 
Ь.3.(х— 21) = (-у + х) + (у + 1)і х= 3,5;у= -7 


Е 3-41 


tz 


c. (2x — Зу) + (x + y) i = -i x= -3/5;у= -2/5 


23. Resuelvan en forma analítica. 
а. (-2, 3) + (1; -4) = 41:=1) 
b. (-1; 5) - (-2; 3) =(1:2) 
c. (-3- 31) + (+3 - 31) = 6 
d.2.(5;-1) -3.(-1;1) = (13; -5) 


24. Resuelvan gráficamente. 


a. Z4 - (2, + z,) = 01:25) 


25. Hallen los valores de "x" е "y" para que se 
cumplan las igualdades. 


а. (2x; — 0,5) - 2.(1; y + 3) = (0; 0) x= 1;y = -3,25 

b. (-2х+ 51) - (yi + 2) = 6-31 x=-4y=8 

с.2-81-у+бі=у- хі х=2;у=1 

а. 2х + 171- (4 - 21) -2= -yi х= 3;у= -19 
26. Hallen el valor де "2" que verifique las 
siguientes igualdades. 

a. 2 - 0,2i + 4z = 1 +0,8i 2=-1/4+ 1/41 


b.3+2+Z=2pAzZ-Z-3¡=21 
Re(z) = 1/2; Im(z) = 5/2;z = -1/2 + 5/2 | 


277. Calculen sabiendo que: z; = 2 + 31; z, = -1 - i. 
а. |7, +7,|= V5 с. |-2,+ Z| =6 


b.|z,| + |7] = V13+v2 а. |z. + |z,| =У13+У2 
28. Completen la tabla. 


Número Forma polar | Forma binómica 
complejo 


(3/2 - 13/21) 


3/2 + 3/213 1 


Im 
29. Reúnanse con Traco 


Е b abcd cuadrado 
un compañero, 
observen el 
siguiente gráfico 
y respondan. 


a. Completen la tabla. 


Número Forma 
complejo | cartesiana 


Forma polar 
(5; 26° 33' 54") 
(М5; 116° 33' 54") 
(V5; 206% 33' 54") 
(/5; 296° 33' 54") 
b. Resuelvan gráficamente: a + с - а. 

¿Qué vértice se obtiene? Se obtiene b = (-1; 2). 


c. Calculen el perímetro y el área del cuadrado. 
Perímetro = 4 V10; área = 10 


30. Lean atentamente y resuelvan. 
La resta de las componentes imaginarias de dos 
números complejos conjugados es 8, y la suma 
de sus módulos es 10. Determinen esos complejos 
en la forma binómica. 3+413-4iv-3+41-3-4i 


08 CAPÍTULOZ. Números complejos 


E] Potencias de i. Cuadrado y cubo de un complejo 


»- SABERES DINÁMICOS 


A través de las propiedades de la potenciación, se puede hallar la potencia enésima de la unidad imaginaria i. 


¡0 =1 P=2.1=-1.1=-] 
Е Еа АБА РЕР. 51,010] ЕСА е 
=P isi] Hek ¡=1,¡=2=-1 | iM=i0,¡=-1,1=-i 
0=¡4=¡8=_ =¡%k=] p=jó=¡M= = |0902 – 1 | 3-и 3 -j 
keN, Ke No keN, 

Los resultados de las potencias de i son 1, i, —1 y ~i, y se repiten periódicamente. 


El resultado de elevar la unidad imaginaria a un número natural ”n” es igual a elevarlo al resto de la división entera entre n y 4. 
p = ¡4ctr = с. "= |" n 4 
G ES 


I с 
[37 = ї=і [91 = i3 = —i i326 = {2 = -1 = {= 1 
37 4 91 4 126 |4 44 4 
1, 9 3, 22 2, 31 0, 11 


Cuadrado y cubo de un complejo 


Para elevar al cuadrado o al cubo un complejo, se desarrolla el cuadrado Ingresen en puerto.pub/poti * para mirar un video 


: : explicativo de las potencias de i. 
o el cubo de un binomio. “Enlace acortado de https://es.khanacademy.org/math/ 


(3 + 21)? = 32 + 2.3.21 + (21)? algebra? /xZec2f6f830c9fb89:complex/xZec2f6f830c9f- 
9+12i+4R2 b89:imaginary/v/calculating-i-raised-to-arbitrary-exponents 
= 1 l 
=9+12i+4.(-1) 
=5+12i 


(1-31? = 12 +2.1.(-30 + (631)? 
=1-6i+9Ë 
=1-6i-9 
=-8-6i 


(2 +1)3=23+3.2°{+3.2{° +3 
=8+12i-6-i 
=2+11i 
(1-?=1+3.12.(2)+3.1. (2? + (El)? 
=1-3i-3+ 1 
=-2-2i 


ATNVIDADES Ki 


9. Potencias de i. Cuadrado y cubo de un complej 


Test de comprensión 

31. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. La potencia de un número imaginario, ¿es siempre otro número imaginario? No. 
b. ¿Es cierto que 17 . і es igual a i125? No. 

ApAp с. ¿Es cierto que (11)? = [#162 Sí 


су 7 7 7 


32. Marquen con una X la respuesta correcta en cada caso. 


a. ¿Cuál es el valor de i? 


+1 ei] | “ix 


b. ¿Cuál es el valor de 12° 


ПЕ а | є] a= 


c. ¿Cuál es el valor de 12°? 


l Ml ej ei x 


33. Expresen como una única potencia de ¡ y resuelvan. 


ә 


а. |?.12.1= =- а. [0] = 1 
b. i10: {6 = не] e. (i8: i8) (17:15) = p=-i 
с. 115. 13:17 = | A Р i10) дв 


зд. Hallen la potencia де i en cada caso, sabiendo que k e Nù. 


¡a = ¡ 


а. с. (2#3? j= 


NS Н 


35. Resuelvan, sabiendo que 2, = 2 + 3iy z, = 1 ~ 21. 


а. і +Z,= i+1-2i=1-i а. (Z, + 2,)2 = (+3i+1+2i=(3+5i= 


ажа 3 5l=25==16+ 30i 


b. Z? = 4+2.2.3i-9=-5+12i 6,2, 2Z; = Rada нао C0-27- 22 Ale 


8+36i-54-27i1-2+4¡=-48+13i 


c. Z2- 221=1-2.1.91-4-4-6і=-7-41-61=-7-101 Ё(77#:7#+7,= 2247,=449 2. 3i-941-2i= 


eao аре 107 


PenCrit | 36. Hallen el valor de "a" y de "b" para que se cumplan las siguientes igualdades. 


а. (a - 31)? = 5b - 241 b. (4a + i)? =0b+16i 

2-2 Zai 0.2 b= Misa 0 барш 5b—= 241 (4a?+2.4a.¡-1=0b+16i¡= 16a?+8ai-1=9hb+16i= 
-a7 -9 = 5b a -6a = -24 => a = 4 a 4 -9 = 5b => 16а? – 1 = 9 a 8a=16=a=2A16.2-1=9b = 

а= 4; = 7/5 a=2b=7 


30 capíruLo 2. Números complejos 


Multiplicación y división 


Multiplicación de complejos 


* Para multiplicar dos números complejos en forma binómica se aplica la propiedad distributiva de la 
multiplicación respecto de la suma (о resta). 


(a +bi). (c+ di) = ac + adi + cbi + bdi? = ac + adi + cbi – bd = (ac — bd) + (ad + cb)i 
(4 + 3i).(2 -5i)=4.2-4.5i+3i.2-3i.5i=8-20i+6i-15ť = 8- 14i- 15.(-1) = 23- 14i 
* El producto de dos complejos en forma trigonométrica es otro complejo cuyo módulo es el producto de los 
módulos y su argumento es la suma de los argumentos de los complejos dados. 
Z, = ру. (cos ф, +1. sen Q,) л Z, = p, . (cos ф, +1. sen (,) 
Entonces, z, . 2, = (ру. p.) . [cos (0, + Ф,) +1. sen (0, + ф,)] 


Z, =2. (cos 20° + i. sen 20°) л z; = 5. (cos 80° + i. sen 809) 
Z,.Z,=2.5.[cos (20° + 80°) + ¡sen (20° + 80°)] 
Z,. Z, = 10. (cos 100° + ¡sen 100°) 


* El producto de dos números complejos conjugados es igual a la suma de los cuadrados de la parte real e 


imaginaria. 
z.zZ=(a+bi).(a-bi) =z.z=a2-(b)2— z.z=a2- b. i2— z.zZ=a2-b2 (-1) = z.Zz= az +b 


(4-2).(4+2) = 42 – (21)? = 16-4Ё= 16 +4 = 20 


División de complejos 
* Para dividir dos números complejos en forma binómica se multiplican el divisor y el dividendo por el 
conjugado de este último y luego se resuelven las operaciones resultantes. 


Zz _a+bi_a+bi c-di 
> C+di c+di c-di 


2+i 2+1 1+3i_2+6i+iİi+3İ? _-1+7i_ 1 P Z 


= 7 = 1 
ТЗ Л=й1 LES 1=(31)* TO 10 10 


* El cociente de dos complejos en forma trigonométrica es otro complejo cuyo módulo es el cociente de los 
módulos y su argumento es la diferencia de los argumentos de los complejos dados. 


Z = p, (соѕф, +1. sen ф,) л z, = p,. (cos (p, +1. sen ĝ,) 


Entonces, = = > . [cos (0, - ф,) + i . sen (0, - Ẹ»)] 
2 


z,¿=15.(cos 120° +i. ѕеп 120°) л2,= 3. (cos 80° +i: sen 80°) 


z: = 2 ‚ [cos (120° – 80°) + i sen (120° — 809)] 
2 


> = 5. (cos 40° + i sen 40°) 
2. 


ACTIVIDADES 


АрАр 


10. Multiplicación y división 


Test de comprensión 
37. Respondan y expliquen las respuestas. 


с. 517 = 2.(соѕ 45° + і ѕеп 45°), ¿22 = 412 Sí. 


38. Resuelvan las siguientes operaciones. 


a.i. (3 - )2= 41 


Боа) ей san 


a. El producto entre dos números imaginarios puros ¿es otro número imaginario puro? No. 


1 


БОЛ = (2.309): z, = 5 120°), entonces ¿Z;.Z, = и +5 12 Sí. 


2 


d. (V2 + У81)2 = -6+8 


ө. (-2+ |). (1 + 215) = sy _ 


c. (V2 + V31). (V3 - 721) = _26+1 


£ (1244525) 9 = 1) 


z, = 2. (cos 60° + i. sen 60°) 
z, = 2. (cos 45° + i. sen 45°) 


а. Z4 . Z3 = _6. (cos 170° + į sen 170°) 


39. Tengan en cuenta los números complejos y resuelvan. 
z, = 3. (cos 110° +i. sen 110°) 
z, = 4. (cos 315° + i. sen 315°) 


d. Z4 . Z, = В. (cos 105° + i sen 105°) 


b. Z, . Z4 = В. (cos 360° + į sen 360°) 


e. Z4 : Z, = 2. (cos 270° + į sen 270°) 


а.7.1=2 2=2i>2=2/i.111i>2=2/f=>2=2/-1=>2=-21 


C. Z4 . 23. Z4 = 24. (cos 125° + į sen 125°) f. Z} | Z4 = _cos (-15°) + i sen (15°) = cos 345° + į sen 345° 
ДО. Resuelvan las siguientes operaciones. 
1+21)? 1+1).(2-1 
a. 0) азр Е ы: ҮҮ Үү! 
21 3=1 
-21__ | (1-2% _ | 
b. 327; 7 4/13 - 6/13 d. т 1 
41. Hallen el valor de "z" en cada caso. 
3 = 


с. 


a =3+2i z=(3-2iy(8+2i). (3-2)/(3- 2) = 


2=(9-12|+ 412)/(9 - 4) 7 = (5 – 12/13 >7=5/13- 12/13 


b.(2-1).2=-3 z=-3/(2-1).(2+11(2+)=> 


23 (-6-3 4-1 =7 = (-6-3/5=>7=-6/5-3/51 


а. (2-1).(1+1)=2-1 2=2-9/0+0.(0-0-)+1=> 


25 (2-21-14+1/01-1941 => 7=(1-3//941=>7=15-15i 


50 CAPÍTULOZ.Números complejos 


10. Multiplicación y división 


PenCrit | 42. Hallen los valores pedidos en cada caso. 
a. Los valores de x para que: (x + 31). (x - 31) = 13. 


x=20X=-2 


b. El valor de a para que: (3 + ai)? sea imaginario puro. 


а= Зоа= -3 


с. Los valores de a y b para que: (-4 +2i).a - 2 = (-6 + b) - 4i. 


a=-2yb=12 


d. El valor de a para que el producto entre a — 5i y su conjugado sea igual a 41. 


a=4o0a=-4 


3+ai 2 
e. El valor de a para que z = т Sea un número real. 


a=3 


f. Los valores de a y b para que 225 a+3+bi. 


a=-1yb=1 


43. Completen con el conjugado y resuelvan. 


а. (4- 5i). (4 [+] 5 [|)= с.( 5 11-1 з ():(5+31)= 817-1517 ~ ~ ~ ~ ~ ~ 
b. (v3 [+] 6 1). (2-20) =4 а. 8 - V2i) : (v78 [+] 22 0) = a15=a/5i 


44. Resuelvan las siguientes divisiones de números complejos. 
а. Z =7.(cos 50° + i. sen 50°) y z, = 2. (cos 35° + i. sen 35°) 
Z | Z, = _3,5.(cos 15° +i.sen 15°) 

b. z, = (2; 120°) y z, = (4; 90°) 


Zata 0 


с.2.=3 - 51у2,=3 +1 


Z; | Z = 04-18 


а. 25= -21у2,=1+2| 
Z; Ze = 4/5 - 2/5} 
е.20=3 - у= 21 


24251715 = 3/4+i 


10. Multiplicación y división 


PenCrit | 45. Tengan en cuenta los números complejos y resuelvan las operaciones indicadas. Expresen en forma 
polar los resultados obtenidos. 


z = 2 - 4i Z, ==] +I Z, = 21 


а. Zi Z, = GY 71 33' 54”) 


b. 21:73 = (15,206? 33' 54”) 


c. (Z, 21)2 = (34; 241° 55' 39) 


d. Z° = ЧУВ, 45°) 


e. Z4? | Z} = (2/545;116° 33' 54) 


46. Hallen el valor de @ para que se cumplan las condiciones pedidas en cada caso. 


a. 512, = 5.(cos 45° + i. sen 45°); z, = 3.(соѕ ф + i.sen (p) y z, .z, es un número real negativo. 


_ф = 135° 


b. Si z} = 3. (соѕ ф +і. ѕеп 0); z, = 11. (соѕ 130° + і. sen 130°) у z,.z, es un número imaginario puro 
negativo. 


ф=140° 


с. Siz,=6.(cos 80° + i. sen 80°); 2, = 2.(cos Q +1.$еп 0) y 2,:2, es un número real positivo. 


ф = 80° 


d. Z = (2; 220°); 7, = (1; ф) y Zo. Z4 es un número imaginario puro positivo. 


_ф = 130° 


меа е 


Hallen los valores de К рага que: х + kx + 4 = 0 tenga raíces complejas. 
=4<k<4 


J4 CAPÍTULO 2. Números complejos 


Operaciones combinadas 


Las operaciones combinadas entre números complejos se resuelven respetando la jerarquía de cada una de 
ellas (potencias y raíces; multiplicaciones y divisiones; sumas y restas) y considerando el orden, en caso de 
haber paréntesis y/o corchetes. 


Dados los números enteros: 2, = 2 RA 2,=-1+і z,=4-2i 24= ЗЇ 


а. Resuelvan: (z, + z;) . Z3 = 

[(2 + 3) + (-1 +)]. (4-20) = 

[1 + 4i]. (4- 2i) = Se resuelve la suma. 

4-2i+16i+8= Se resuelve la multiplicación. 
=12 +141 


2 
b. Resuelvan: Z+ = 
Z2 


(302 _ 
-1 +i 


-= Se resuelve la potencia. 


= Se resuelve el cociente. 


-1+i -1-i 


Se pueden realizar ciertas operaciones combinadas en forma trigonométrica. 
2,= 6.(соѕ 150° + і.ѕеп 150%) 2,=3.(соѕ 40° +і.ѕеп 40%)  z,=2.(cos15%+i.sen 15°) 


21.23 _ 


22 


Resuelvan: 


6.(cos 150° +1. ѕеп 1509. 2. (eos 15° +. sen 15% _ 
3.(cos 40° + ¡.sen 409) 


6.2, 1008 (150% 157 +1,sén (150% 15%] _ 
3.(cos 40° + ¡.sen 409) 


Se resuelve la multiplicación. 


12. (cos 165° +. ѕеп 1659) _ 
3.(соѕ 40° + i. sen 409) 


4.[cos (165° – 40°) + ¡.sen (165° – 40°)] = Se resuelve la división. 


=4.(cos 125° + i. sen 1259) 


АСТУШАПЕ5 __ ------------------------------------------------------------------------- 


11. Operaciones combinadas 


Test de comprensión 
ат. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. El producto entre un número imaginario puro y su conjugado, ¿es un número imaginario puro? No. 
b. ¿Es cierto que el conjugado del producto de dos números complejos es igual al producto de los conjugados de 
cada uno de ellos? Expliquen usando ejemplos. Sí. Por ejemplo: (1 +1).(1+ 3) = (1 - 1)(1- 3i) = -2 + 4i = -2 - 4i 


ApAp с. El inverso multiplicativo de z = 3 + 2i ¿es = = = ¡2 sí. 


48. Tengan en cuenta los números complejos y resuelvan las siguientes operaciones combinadas. 


2121-21 2,=3+і Z, = 21 


a.(2,+Z).Z,= 2+8i 6.7.74 = 2, = ц 


b. (Z, : Za)", Z4 = авы dz. i- z.i? = 5-2 


PenCrit| 49. Tengan en cuenta los números complejos y hallen los valores de a y b en cada caso. 


z=a+3i z=-2+bi  z=4-2i 


a: Zt Z= 73 4.272,32 =Z* 
a=6.b=-5 а= 3;0 = 22/3 

b.Z Za EZ, е.(7,+7,)17;=1° 
аже 16 aen hey 
0731005 71] f. Z1 Z= Z, 
a=-1:b=-14 a= =]7/2 be = 14 


50. Hallen el valor de z en cada caso. 


š К 7 Я 
a.z- (4+ 51) =2- 31 7=2-3i+4+5i>7=6+0i созуу 24 2=(2-21)-(3+1)=>7=6+2i-6i-27 


=>7=6-4i+2>7=8-4i 


b.(1-21).2=5+4i 2=(5+40/(1-2).(1+21/(1+21) a.5-z.[Zi) 2 + 5i z= 2+5i= 80-120. (1204102) 


= z=(5+4i+10i+8)(1 - 42)= z= -3/5+14/5i =z = (=5/2 -3/21)/(1/4) =z = -10 - 6i 

PenCrit | 51. Hallen el valor de a que cumpla lo pedido, sabiendo que z = 2а „125. 
a. Que z sea un número real. b. Que z sea un número imaginario puro. 
a=2 ds 


56 CAPÍTUL0 2. Números complejos 


11. Operaciones combinadas 


a + 


Traco | 52. Reúnanse соп un compañero, lean atentamente y hallen los valores de dos números complejos 2, 
y z, que cumplan con lo pedido en cada caso. 


a. La suma entre ambos es 3 + 2i y la diferencia, 5 - 51. 


2124 - 3/21 


NA 


b. El cociente entre ambos es 21у el conjugado del primero es -2 - 4i. 


Z, = —2 t 4Í 


53. Calculen los valores de x para que el número (2 + xi)2 sea imaginario puro. 


x=20x=-2 


54. Escriban un número complejo que cumpla con las condiciones pedidas en cada caso. 
a. La dirección del vector que lo representa es la bisectriz del primer cuadrante y Re + Im = 8. 


Z=4+4i 


b. La dirección del vector que lo representa es la de la recta y = -3x y el módulo es 2 V10. ¿Existe una 
única solución? 


z=2-6ivz=-2+6i 


55. Tengan en cuenta los números complejos y resuelvan las operaciones combinadas. Luego, 
representen el vector asociado al número complejo, que es el resultado en cada caso. 


z,=4-i z, = (-1; -2) z, = -1 + 4i z, = (0; 2) 


1 2 
a. Z, + Z} | Z}, = -15+2i b. (F +) =% 1-2 AA 2 = ый 


11. Operaciones combinadas 


56. Tengan en cuenta los números complejos y resuelvan las operaciones combinadas; luego, escriban 
en forma binómica los resultados obtenidos. 


z,=2.(c0s 120° +i.sen 120% 2, = 4. (соѕ 60° +1. ѕеп 60°) 
z, = 5.(cos 30° + i. sen 30°) 2, = 3. (cos 240° + i. sen 240°) 


а. Z, . Z, = 10. (cos 150° +i sen 150°) 


С. Z3 | Z4 = 4/3 [cos (-180°) + i sen (-180°)] = 


-5V3+5i 4/3 (cos 180° + i sen 180°) 


-4/3 


b.Z,:Z¿= 3/4. (cos 180° + i sen 180°) 


d. (Za { Z) : Z4 = 10. (cos 330° + i sen 330°) 


-3/4 


53—51 
57. Hallen el valor de p y ф, en cada caso. 
a. (5; 9). (2; 30°) = p.(cos 150° + i. sen 150°) b. (р; 20° 407). (V 5; 35° 20) = (2.410; ф) 
ай p =2\ү2 
ф = 120° ф = 56° 


58. Hallen los valores de ф, у de ф,. 

2 х о сая 1 У š ° 
(4; Фа). (2; Ф) = (8; 150°) л (6; ф,): > ó.) = (12; 10°) 
ф, = 80° 


ф, =70° 


59. Escriban cada número complejo en forma trigonométrica. Luego, resuelvan. 
z = 2 - 4i Z, = 5 z, = 41 zy=1=1 


La = 2V5 . (cos 296° 33' 54" + і sen 296° 33' 44”) 73 = 4. (cos 270” + į sen 270°) 


Z, = _5. (cos 0° + i sen 0°) Z4= V2 . (cos 225° + i sen 225°) 


a. Z4 . Z, = _10V5 . (cos 296° 33' 54" + i sen 296° 33' 44°) 


b.Z,:Z,= 2 V2. (cos 45° + i sen 45°) 


с. (2, :Z)). (Z; | Z4) = 4110/5. (cos 341° 33' 54" + i sen 341° 33' 44”) 
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ración final 


Inte 


60. Escriban V (verdadero) o F (falso) según 
corresponda. 


a. Los números complejos a veces tienen 
un vector asociado. F 


b. La suma de dos números complejos 
conjugados nunca es un número 
imaginario puro. V 


c. La resta de dos números complejos 
conjugados siempre es un número 
imaginario puro. V 


а. Un número real es el que tiene 
componente imaginaria igual a cero. V 


e. El producto de dos números complejos 
conjugados es igual a la diferencia entre el 
cuadrado de la componente real y el 

cuadrado de la componente imaginaria. F 


f. El producto entre dos potencias de i es 
siempre un número imaginario puro. F 


g. El cociente de dos números complejos 


a veces es un número real. ү 


h. El cociente de dos números complejos 


conjugados puede ser un número real. V 


61. Resuelvan las operaciones teniendo en cuenta 


62. Expresen como una única potencia de i 


y resuelvan. 
ai pi 2 = = 1 с, 143, 12.17 =5%=1 
Еа q. 120: |18 = 2=-1 
63. Calculen. 


a. Z? – 2? para z = 2 - i. (1-75) 

b. -z : Z paraz = 1 - 2 -0,6 + 08i 
3-6 

2-4 

а. г? para z = 2.(cos 90° + і sen 90°). 4 


27/8 


с. г? para z = 


e. Z — Z para z = 2. [соѕ (30°) + і sen (-30°)]. -21 
f. z? рага z = (1; 315°). -i 
64. Determinen el valor de ф рага que cumpla las 
condiciones pedidas en cada caso. 


z, = 4. (cos 100° +¡.sen 100°) 
z, = 2.(cos ф +1. sen () 


a. Z, . Z, sea un número imaginario puro negativo. 
b. Z, . 2, sea un número real positivo. ф = 260° 
с. Z | Z, sea un número imaginario puro positivo. 


d. z, : z, sea ідиаі1 + УЗі. ф=40° 
а.ф=170°с.ф=10° 


los siguientes números complejos. 65. Hallen el valor de a para que se cumplan las  Pencrit 

=I 12,=1+21Z,=-1,Z,=-2 +61 igualdades. 

EAE а. (1+21)2= -3+аі a=4 

TERE b.(1+3i2=-a+6i a=-8 

EE E с. (5 + 2i)? =a + 20i a=21 

d. -2 . (Z, - Z): Z, = 36+681 а. (3 +i)? = (2a - 6) + 261 a=12 

е. 23. Z=] 66. Hallen el valor de 2 en cada caso. 

f. aliesa 2. а. (4-21).2=1-17 z=03-01i 

g. (2, +Z). (2, =z) = 9-61 b.(5-51).z=1 z=01+04i 

h. 2,:Z3+Z40Z,=32+26i c.(2-2).(1-1)=3-2i z=-05+05i 
d. +1 =2 +1 2=05-05i 


67. Escriban en forma binómica los siguientes 
complejos. Luego, resuelvan. 


2 =2+ 1 
жее [ 
4Sa 
m = Ə =l 
71.74 А 
= 1 Я = 7,2 = 5 + 121 
73.74 ez, Z,) 


2 | > 
bz +412 3+41 d. Z% . Z = -1+3i 


68. Resuelvan sabiendo que z = 1 + V3i. 


а.771.7= -1/2-1/2V3i 


69. Observen atentamente la figura y resuelvan. 


Im 


a. Expresen en forma trigonométrica las coorde- 
nadas de los vértices del hexágono regular. 


Z, = 3.(c0s 0° + i sen 0°) 

Z, = 3.(c0s 60° + sen 60°) 
Z; = 3.(с0$ 120° + i sen120°) 
Z, = 3. (cos 180° + i sen180°) 


Z; = 3. (cos 240° + i sen240°) 


Z¿ = 3. (cos 300° + і sen 300°) 

b. Calculen. 

Z, .Z,= 9.(cos 180° +i ѕеп 180°) 
Ze. Zx = 9. (соѕ 0° +i sen 0°) 

Zs: Z = 2,.2,=9.(cos 120° +isen 120°) 


Z, . Z, = 2,.2,=9. (cos 300° + i sen 300°) 


70. Expresen en forma polar el resultado de las 
siguientes operaciones. 
¡84312411 
¡24 + 132 


2+ I 
-gæs = (1:0) 


= (1,5;180°) 


71. Hallen los valores pedidos en cada caso. 
a. El valor de z= a + bi para que z.i + 3.Z = -2 +1. 


b.|z,?-z,|paraz, =2+iyz,=-1+2i. 245 
a. a = -7/8;b = -5/8 


72. Representen en un sistema de ejes todos los 
números complejos posibles en cada caso. 


a. Re (2) = 3 


„Ат 
| || peas 


CAPÍTULO 2. Números complejos 


p d Explicaciones de temas de años anteriores que pueden ser 
d [d pe C 0 [ d [ útiles para resolver algunas actividades de este capítulo. 


Relaciones entre las funciones trigonométricas de un mismo ángulo del cuadrante | 
TIP 


V significa О. 


Las funciones trigonométricas de ángulos de cualquier cuadrante se pueden 
relacionar con funciones trigonométricas de ángulos del cuadrante |. 


Ángulos suplementarios (@ + В = 180° = л) 


Ángulos complementarios [& + $ = 90° = E ya A 
9 p | ep 7) sen & = sen (x - а) 


_ К pi X cos G = -cos (x - & 
sen б = cos [Z - â) v cos â = sen (5 - â) ш 
Ángulos que difieren de п Ángulos que difieren de 2n 
(т < & < -$ n) v (180° < @ < 270°) (@ > 2л) v (G > 360°) 
sen б = -sen (Q - л) sen @ = sen (27 + @) 
cos G = -cos (Q - л) cos G = cos (27 + д) 
tg G = tg (& - m) tg G = tg (27 + &) 
Ángulos que suman 2п Ángulos opuestos 
(т < @< 2л) v (270° < @ < 360°) sen б = -sen (-0)) 
sen @ = -sen (27 — @) cos @ = cos (—0) 
cos @ = cos (27 — 0) tg G = -tg (-@) 


tg G = -tg (27 + б) 


Propiedades de la potenciación 


Producto de potencias de igual base. Potencia de otra potencia. 

Se mantiene la base y se suman los exponentes. Se mantiene la base y se multiplican los exponentes. 
ab . a° = gb+e (ab) = abc 

Cociente de potencias de igual base. Potenciación con exponente negativo. 
і 1 

Se mantiene la base y se restan los exponentes. at=- (а=0) 
ab = a° = ab-c a 


Resolución de ecuaciones de segundo grado 
Una ecuación де la forma ax? + bx + с = 0 se resuelve con la fórmula x, , = E 
Las raíces pueden ser reales distintas, iguales o complejas conjugadas, según las siguientes condiciones. 


• Son reales distintas si... * Son reales iguales si... Son complejas conjugadas si... 
b? – 4ac > 0 b? – 4ac = 0 b? – 4ac < 0 


l Autoevaluación PPE 


Marquen la opción correcta 


73. ¿Cuál es el conjugado del opuesto de z = 1 + i? 


Gsi ®-1+i = O+; 
74. ¿Cuál es el inverso multiplicativo de z = -3 + 21? 
І І 3 2 3 Zo 
O3-2i O-3 -2i ые = м а с 


75. Si z = р (cos ĝ +i.sen q) = УЗ + i, ¿cuál es el valor de р y de ф? 


Op=416=30 ()р=2лф= 120° ()р=2лф= 30° (О)р=2лф = 330° 


76. Siz =а+3і л lz] = V10, ¿cuál es el valor de а? 


@a=-1 Оа=3 Оа=-3 Оа=0 

77. ¿Cuál es el valor del $ para que 2. [cos (@ + 30°) + і sen (@ + 30°)] sea un número real negativo? 
O 180° O 1200 O 60 (х) 1509 

78. ¿Cuál es el resultado de |+? 
“| О-1 О! 00-і 

79. Siz, = V2.(cos 50° + і. зеп 50°) у z, = У8.(соѕ 130° + i. ѕеп130°), ¿cuál es el resultado de z, . z,? 
O4 Оа! б)-4 O-4i 


Зо. ¿Cuál es el gráfico correspondiente a los complejos que cumplen соп: Re(z) = 3.Im(2)? 


C) (Ninguno de los anteriores. 


CAPÍTULO 2. Números complejos 


Funciones 


Función parte entera, por partes y valor absoluto 


* La función módulo o valor absoluto es una función cuyo dominio es D, =R y se define como: 


f(x) = X Six>0 
-x six<0 


Para recordar pág. 71 


La fórmula general es: f(x) = а. |х= Ы+с 
El corrimiento de la gráfica de la función, a partir de f(x) = |х|, depende de los valores que tomen b y c. 


y 1 unidad hacia abajo. 


• La función parte entera de x es una función que le hace corresponder а cada número real x el menor de los 
números enteros entre los cuales está comprendido. 


у} 110) =Е0) 
тт La parte entera de 2,37 es 2. 
La parte entera de -6,2 es —7. 


La función parte entera de x es una función definida de R > Z y se designa: 
f. R > Z/ f(x) = E(x) v f: R > Z/ f(x) = [x] 


Intervalo 23 
o-oo > | o | | ° 


* Una función por partes (o por tramos) es una función que está definida por dos o más funciones, donde cada 
una de ellas está definida para un intervalo particular de su dominio. 


х+1  six<1 
f(x) = 
w p six> 1 


En la gráfica se utiliza el punto sólido para destacar 
que la imagen para x = 1 es 2 y no -1. El punto vacío 
indica que ese punto no pertenece a la función. 


ApAp 


т 


12. Función parte entera, por partes y valor absoluto 


Test de comprensión 
1. Respondan y expliquen las respuestas. 
а. En la función f(x) = |2x|, ¿es cierto que f(1) = f(-1)? sí. 
b. En la función g(x) = 1 + E(x), ¿a qué es igual 9(2,3)? ¿Y g(-1,99)? 3; -1 
с. En una función por partes, ¿es posible que exista más de una fórmula definida para un mismo valor de “x”? No. 


2. Completen la tabla con el valor de la función para cada valor de "x". 


Función 


3. Representen gráficamente las siguientes funciones. 


а. f(x) = 
(IPERI ТЦ 
ЖШ mis Н БЕРЕ И БЕ К ШЇ ШЙ ШЗ mimi 
пинин ини пани 


b. f(x) = E(x + 1) 


4. Escriban V (verdadero) o F (falso), según corresponda. Expliquen las respuestas en sus carpetas. 


a. El dominio de la función f(x) = E(x) es D, = Z. F 
b. La gráfica de la función f(x) = E(x) + 5 es igual a la de la función g(x) = E(x + 5). F 
c. Si f(x) = E(x) + 2, se cumple que f(-3) es igual a f(-2,89). у 
а. Si g(x) = E(x + 9), se cumple que g(-1,5) es igual a g(-1). F 


CAPÍTULO 3. Funciones 


12. Función parte entera, por partes y valor absoluto 


5. Grafiquen las siguientes funciones y luego indiquen el conjunto imagen de cada una. 
a. f(x) = |3х| c. f(x) = 1 - Ixl 


III ELIT] 

AN и шшш 

-6-и-В р. 0 N 3 4 $ |x 
TEA] 


6. Escriban, en cada caso, la fórmula de la función módulo respecto a la función у = xl. 
a. Se desplaza 7 unidades hacia la izquierda. 
y=|x+7| 


b. Se desplaza 2 unidades hacia arriba. 


y =|х|+2 


c. Se desplaza 3 unidades a la derecha y 1 unidad hacia abajo. 


yv = = 3 = 1 


d. Se desplaza 1 unidad a la izquierda y 5 unidades hacia arriba. 


у=|х+1|+5 


12. Función parte entera, por partes y valor absoluto 


7. Completen la tabla. Luego, grafiquen en sus carpetas. 


Función por partes [(—2) 


Gráficos a cargo del alumno/a. 
8. Definan la función f para cada situación y grafiquen la función. 


a. La función f está compuesta por tres tramos rectos. El tramo correspondiente al intervalo (-00; -2) es 

una función lineal que tiene raíz -3 y ordenada al origen 6; al tramo [—2; 1) le corresponde una función 

constante que corta al eje “у” en 4, y para el tercer tramo [1; +00) le corresponde la función lineal cuya 

gráfica pasa por los puntos (4; -2) y (7; -5). 
ZERO. BALE 


ТЕ: si-2<x<1 
“X bg 38102-1 


b. Una empresa de mudanzas cobra un monto fijo de $12000 si la mudanza la hace en menos de 2 horas, 
$5500 por hora de trabajo si tarda entre 2 y 5 horas, y $4800 la hora de trabajo si tarda más de 5 horas. 
12000 si0<x<2 


KETE 


4800x six>5 
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Función lineal 
> SABERES DINÁMICOS 


Se denomina función lineal a la función polinómica de primer grado f(x) = ax + b (a y b números reales), donde 


“a” es la pendiente y “b” la ordenada al origen. 
La representación gráfica es una recta. 


• La pendiente indica la inclinación de la recta y, dados dos puntos, 
es el cociente entre la variación de la variable dependiente (Ay) y 
la variación de la variable independiente (Ax). 


I = Tua _ y. y 
р= (ку) лд (ау) а= у 


* La ordenada al origen es el valor donde la recta interseca al eje у (х = 0) = #0) = a . 0 +b = #0) = b. 


* La raíz es el valor donde la recta corta al eje x (у = 0) = 0 = ax +b =x = -?, 


Ecuación de la recta 
La ecuación de una recta se puede expresar de distintas formas. 


Forma explícita Forma implícita o general 


Ax+By+C=0 


- Z: raíz (Az 0) 


Forma segmentaria 


a: pendiente m: abscisa al origen 


b: ordenada al origen -©: ordenada al origen (В z 0) n: ordenada al origen 


Las siguientes fórmulas permiten hallar la ecuación de la recta según los datos dados. 


Fórmula 


Pendiente “a” y un punto p = (x; у.) 


Dos puntos de la recta: (х; у.) y (X; y.) 


Rectas paralelas y perpendiculares 


* Dos rectas son paralelas si y solo si sus pendientes son iguales. 


М:у=а, х+0 лР:у=а,х+0, л М/Р еа, =а, 

* Dos rectas son perpendiculares si у solo si sus pendientes son inversas у opuestas. 
M: y =a, x+b, „Мута хл Noa == 
* Dos rectas son oblicuas cuando no cumplen ninguna de las dos condiciones anteriores. 


ГЕТО Kia 


13. Función lineal 


Test de comprensión 
9. Respondan y expliquen las respuestas. 


a. En la recta 2x + 2y - 4 = 0, ¿es cierto que la pendiente es 2? No, es aa = -1. 
b. ¿Es cierto que dos rectas perpendiculares tienen siempre distinta ordenada al origen? No. Pueden tener la misma. 


ApAp с. ¿Es cierto que existen infinitas formas implícitas que definen a la misma recta? Sí. Se puede multiplicar la ecuación 
por cualquier número distinto de 0. 


10. Completen la tabla. 


Forma en la que está A . 
клу Pendiente Ordenada al origen 


Función lineal 


11. Escriban la ecuación explícita de cada recta según los datos dados. Luego, grafiquen las rectas en sus 
carpetas. Gráficos a cargo del alumno/a. 


a. Tiene pendiente a = 7 y ordenada al origen -6. 


у=7х-6 


b. Tiene pendiente 5 y pasa por el punto (1; 1). 


y=5x-4 


c. Pasa por los puntos (-4; 6) y (2; 9). 


y=1/2x+8 


Л 


d. Pasa por el punto (—6; -1) y corta al eje “y” en 5. 


Yy=X+5 


e. Corta al eje x en -2 y cumple f(0) = -3. 


у= 38/253 


АР 


£. Pasa por el punto (—3; 1) y corta al eje “y” en 1. 


STE 
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13. Función lineal 


12. Escriban la ecuación segmentaria de cada recta graficada. 


a. с. 


Ecuación segmentaria = х/-1+у/-1=1 Ecuación segmentaria = x/2+y/4=1 
b. d. 


Ecuación segmentaria = x/3+y=1 Ecuación segmentaria = x/-5+y/3=1 


13. Decidan, en cada caso, si las rectas R y T que siguen son paralelas, perpendiculares u oblicuas. 


y +2x 
3 


_Tienen la misma pendiente: son paralelas. 


a. R: =1;T:2x+y-5=0 


Ъ.К:.х+у+1= 9; Ту+8 = х 
i I I f ; 


„КУ уыт Ss 
cR ots 1; Try =3x- 7 


Son oblicuas. 


13. Función lineal 


14. Respondan y expliquen las respuestas. 


a. ¿Cuál es la ordenada al origen de la recta y - 5 = -2. (x + 3) - 6? 


b=-7 


b. ¿Cuál es la raíz de la recta 4x + 2y - 12 = 0? 


х= 3 


с. La recta + = 1 ¿es paralela a la recta y = 4x? 


No. 


а. ¿Cuál es el dominio de la función lineal f(x) = -4. (x - 1) + 7? 
D:=R 
e. ¿Cuánto vale la pendiente de una recta perpendicular a la recta -3x + 3y = 92 


а= -1 


CyRes| 15. Lean atentamente у respondan. 


Por razones de salud, las personas deben limitar sus esfuerzos, por ejemplo, durante la realización de un 
deporte, para no sobrepasar cierta frecuencia de latidos del corazón. 


Durante años, la relación entre el ritmo cardíaco máximo recomendable (r) y la edad de la persona (e) ha 
sido descripta por la fórmula r = 220 - e. 


Sin embargo, esa fórmula varió por otra que se ajusta mejor а la realidad: r = 208 — (0,7 . e). 


a. ¿A partir de qué edad aumenta el ritmo cardíaco máximo recomendable como resultado de la intro- 
ducción de la nueva fórmula? 


A partir de los 40 años. 


b. ¿Cuál es el ritmo cardíaco máximo recomendable en esa edad? 


El ritmo cardíaco máximo recomendable a los 40 años es de 180. 


16. Reconstruyan las fórmulas de las rectas A y B usando los datos dados. Luego, encuentren 
analíticamente las coordenadas del punto de intersección de ambas. 
Recta А: pasa por los puntos (1; 3) y (-4; —7). Recta B: tiene por raíz x = 4 y es paralela a la recta у = -x. 


-A:y=2x+1;B:y= -x+4 


_ Punto de intersección (1; 3) 


guna AAA 


Analicen y respondan. 

a. La gráfica de la recta de ecuación y = ax + b pasa por los cuadrantes |, Il y IV. ¿Qué se puede decir de los valores de “a” y “b”? a<0y b>0 
b. La gráfica de la recta de ecuación Ax + By + С = 0 pasa solamente por los cuadrantes III y IV. ¿Qué se puede decir de los valores de 

A, B y (? A = 0; B y С deben tener distinto signo. 
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Función cuadrática 


A la función polinómica de segundo grado f(x) = ax? + bx + с (а, b y c números reales y a ғ 0) se la denomina 
función cuadrática. 


Su gráfica es una curva que recibe el nombre de parábola. 

Para graficar la parábola se debe hallar: Ordenada 
P y ад > y al origen 

* Raíces: son los puntos de intersección de la parábola con el eje x 

Es decir, donde f(x) = 0. 


I 

I 

I 

I 

I 
Eje de simetría 

I 

I 

I 

I 

I 


z _ +V Ж 
ах? + bx + c = 0 —> Fórmula resolvente: х, ., = ——— 
• Vértice: es el punto máximo o mínimo de la función. 
бо _ -b X. +X bz 
Sus coordenadas son v = (x; y) = X = > ERA = (x) ' Vértice 


* Eje de simetría: es la recta que divide a la parábola en dos ramas simétricas. MEA 
Corta la parábola en su vértice; su ecuación es x = х. Permite ubicar puntos ingresen en puerto.pub/fucuad * para mirar un video 
simétricos. donde se explica cómo se grafican funciones cuadráticas. 


*Enlace acortado de https: //www.youtube.com/watch?v=xR q3feSSfyc 


Discriminante 


La parte de la fórmula resolvente b? — 4ac recibe el nombre de discriminante (se designa A) e indica la natu- 
raleza de las raíces. 


А= 0 
Tiene una raíz real doble 
(o dos raíces reales iguales). 
La gráfica corta en un punto al eje x 
(es el vértice). 


Tiene dos raíces reales distintas. No tiene raíces reales. 


La gráfica corta en dos puntos 


| La gráfica по corta al eje x. 
al eje x. 


Ecuaciones de la parábola 
La función cuadrática puede ser expresada de diferentes formas. 


Formas de la eS Información que brinda 
D ү Ecuación T 
función cuadrática la ecuación 


y ы: a y vértice 
x= YH Y, 
= (х;у) 


| 1) =а.(х-х).х-х) | Coeficiente a y raíces x, y x, 


Forma polinómica 


Forma canónica 


Forma factorizada 


Se puede pasar de una forma a otra trabajando algebraicamente y/o buscando los elementos necesarios 
según la forma buscada. 


ГЕТО ------------------------------------------------------------------------- 


14. Función cuadrática 


Test de comprensión 

17. Respondan y expliquen las respuestas. 

a. ¿Qué signo debe tener el coeficiente “a” de la parábola para que el vértice sea un mínimo? Debe ser positivo. 
b. ¿Es cierto que todas las parábolas se pueden escribir en forma factorizada? No, solo si tiene raíces reales. 

с. Si f(x) = 2. (x= 1). (x + 2), ¿cuál es la forma polinómica de la ecuación de f(x)? f(x) = 2 + 2x - 4 


ApAp 


18. Calculen lo pedido en cada caso. Luego, grafiquen. 
а. f(x) = 2X2 + 4х – 6 


• Raíces: ту -з 


ишш iss 
САСО 
CITTYS 111] 


• Ordenada al origen: -6 

e Vértice: (4-9 í í í í í í í í 
• Eje de simetría: x=-1 

b. f(x) = -3.(x- 2).(x+2) 


e Raíces: 2y-2 


• Ordenada al origen: 12 


e Vértice: (0:12) 


• Eje de simetría: x=0 
c. f(x) = (x + 5)? - 


e Raíces: -6 y -4 


• Ordenada al origen: 24 
e Vértice: (-5;-1) 


• Eje de simetría: x=-5 
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14. Función cuadrática 


19. Completen la tabla. 


Forma polinómica Forma factorizada Forma canónica 
f(x) = 9x2 - 36x + 35 f(x) = 9(х – 7/3)(х — 5/3) х) = 9.(x- 2)2- 1 


f(x) = х2 + 10x + 24 f(x) = (x + 4)(x + 6) f) = (+ 521 
х) = =2х2 4 4x4 6 f(x) =-2.(х+1).(х-3) fx) =-2(x- 1) +8 


20. Escriban V (verdadero) o F (falso), según corresponda. Expliquen las respuestas. 


a. El dominio de la función f(x) = x? + 2x es D; = R. ү 

b. Las raíces де la función f(x) = 4. (х +7). (х - 8) son 7 y -8. F 
Son -7у8. 

c. La función f(x) = 3x? + 4x + 8 está escrita en forma canónica. F 
Polinómica. 

а. El punto (1; 2) pertenece a la función f(x) = 5x? + Зх - 6. Uy] 

e. El vértice de f(x) = 6x. (x + 1) es el punto máximo. F 
те 

f. El conjunto imagen de la función f(x) = –2.(х + 3)? es |, = (0; +00). F 
l, = (=00; 0] 


21. Reconstruyan en las tres formas la fórmula de la función cuadrática a partir de los datos. 
a. Tiene por raíces x = 1 y x = -1 y pasa por el punto (2; 12). 


= 4(x = 1)(x + 


f(x) = 4x – 4 Canónica y polinómica 


b. Tiene por vértice v = (-2; 3) y la gráfica corta al eje y en -9. 


(х) = -3x? – 12x – 9 Polinómica 


f(x) = —3(x + 1)(х + 3) Factorizada 


c. El conjunto imagen es [-7; +оо) y la gráfica corta al eje x en 2 y 4. 


f(x) = 7(x – 2)(x— 4) Factorizada 


(x) = 7х2 — 42x + 56 Polinómica 


= == 


14. Función cuadrática 


22. Planteen y resuelvan. 


a. Se arroja una pelota hacia arriba con una velocidad inicial de 16 metros por segundo. Su altura A a los 
t segundos está dada por la función A(t) = 16t - 412. Calculen la altura máxima alcanzada por la pelota 
y el tiempo total de su recorrido desde que es lanzada hasta volver al suelo. 


A(t) = 16 m alos 2 segundos. 


Tarda 4 segundos 


b. ¿Cuáles deben ser las medidas de los lados de un rectángulo cuyo perímetro es de 200 m para que el 
área sea máxima y cuál es esta? 


200 = 2b + 2h 


A (b) = b.(100 — b) = -b? + 100b 


b=50mh=50m А = 2500 m? 


ип 


c. La ganancia G (en Š) percibida al vender “x” calculadoras científicas está expresada por la función 
G(x) = >. + 9х. ¿Cuántas calculadoras hay que vender para obtener la máxima ganancia? Calculen la 
ganancia. 


х= 3 276 calculadoras. 


_6(3 276) = $14742 


d. ¿Cuál es el producto mínimo de dos números cuya diferencia es 6? 


P=x(x-6) 


P=-9 


e. La trayectoria que describe la pelota cuando un jugador patea el tiro libre es parabólica. La distancia 
en línea entre el jugador y el punto en que la pelota toca el suelo es de 20 metros. Si la altura máxima 
alcanzada por la pelota es de 4 m, a qué altura estaba la pelota cuando el arquero ubicado a 18,5 m del 
jugador intenta atajarla. 


A(x) =-1/25(x- 10} +4 A(18,5) =1,11m 
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6 Temas 12 - 13 - 14 


23. Completen la tabla. 


Función pipa de ШШ 


24. Encuentren la imagen pedida en cada caso. 


че о 91х20 
=x+2  six<0 


f(1,2) = 2 f(-1) =3 
f(-3,5) = 55 f(0) =1 
boga -J12x= 5] six>-=1 

10 | -3x six<-1 
f(0) =5 f(-1)=4 
f(2) =1 f(-2) =10 


25. Calculen lo pedido para cada función. 
а. f(x) = lx +3] - 1 


D.=R C, = (-4; -2) 
f(0) =2 |, = [-1; +оо) 
b. f(x) = -2x+ 6 

D¡=R Co = (3) 
f(0) =6 l, = R 


D. =R С,=54 


(0) = -20 |, = [-81/4; +оо) 


ШЫБЫ 


EE 


f(x) = E(x + A Función parte entera 


LEE 


26. Grafiquen las siguientes funciones. 
а. f(x) = -4|x| 
b. f(x i 3. И = ú 3 
c. f(x) = 1 - 
“| six>0 


т si-3<x<0 
six<-3 


А cargo del Ка 
277. Hallen la pendiente y la ordenada al origen de 
cada una de las siguientes rectas. 


a. +5=10=1/2:b=2 


= 
b.y-6=6.(x-1) a=6:b=0 
ë; кез аве 


dto =1 a=-2b=6 


28. Reconstruyan, a partir de los datos, la fórmula 
de la función pedida en cada caso. 
a. Función lineal que cumple f(1) = -4 y f(2) = 3. 


b. Función cuadrática cuya parábola tiene el vérti- 
ce en у = (8; -1) y pasa por el punto (9; 1). 

с. Función módulo cuya gráfica se desplaza 6 
unidades a la derecha respecto a la de y = |х|. 


d. Función cuadrática que tiene por raíces -3 y 4 
y su ordenada al origen es 24. f(x) = -2(x+ 3)(х- 4) 
e. Función lineal con pendiente 0 y cuya ordenada 
al origen es 9. f(x) = 9 

_a.f(x) = 7х – 11 b. f(x) = 2(х – 8)? – 1 е. f(x) = |х – 6] 

29. Tengan en cuenta las rectas R y Ту completen 


con // (paralelas) o | (perpendiculares) según 
corresponda. 


a.R:x+y=1| y T:2y=-2x+7 


Х aL sk г 
b. R: мш Ух = Ü 


В:2.(х+ 6) =y| v T:3y-6x+3=0 


a | 


30. Escriban la ecuación de la recta pedida en 
cada caso. 


a. Recta paralela a la del gráfico que pase por el 
punto (5; 7). y = 3/5х+4 


b. Recta perpendicular a la del gráfico cuya raíz 
esx=-6. y=1/2x+3 


Información que brinda 
la fórmula 


Pendiente a = 5 
Ord. al origen b = -11 


Coef. a = 5 
Vértice (3; 6) 
Coeficientes 
a=1b=-3c=9 
Pendiente a = 0 
Ord. al origen b = 7 


Coef. a = 8 
Raíces: 0 y 4 


32. Hallen las tres formas de cada función 
cuadrática según los datos dados en cada caso. 


a. Tiene por raíces 3 y 7 y pasa por (1; 24). 
Factorizada: f(x) = 2(x - 3)(x - 7) 

Polinómica: f(x) = 2x2 - 20x + 42 

Canónica: f(x) = 2(x - 5) - 8 

b. Tiene por vértice (2; -3) y f(0) = 9. 
Factorizada: f(x) = 3(x - 3)(x - 1) 

Polinómica: f(x) = 3⁄2 - 12x +9 

Canónica: f(x) = 3(x - 2) - з 


33. Escriban V (verdadero) o F (falso), según 
corresponda. Expliquen las respuestas. 


a. El vértice de la parábola es un mínimo. 


b. La función no tiene raíces. 


с. El vértice es v = (1; 3). 


d. En la fórmula A < 0. 


e. Se cumple que f(0) = 2. 


£. El conjunto |, = (2; +00). 


g. La función es creciente. 


h. El conjunto C*=R. 


34. Completen la tabla. 


Polinómica 


Canónica y = (x + 5/2} – 1/4 


A У = (x + 2).(x+3) 


35. Planteen y resuelvan. 


a. Una remisería cobra $350 si el viaje es hasta 
2,5 km y a partir de allí le suma $95 por cada ki- 
lómetro extra. ¿Cuánto pagará una persona cuyo 
viaje es 1,6 km? ¿Y si es de 5,5 km? $350; 5872,5 


b. La altura de un proyectil que se lanza vertical- 
mente está dada por la función h(t) = 20t - 5t?. 


¿Qué altura máxima alcanza y en qué instante? 
20m;2s 
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Función polinómica 


Una función polinómica es una función cuya expresión algebraica es un polinomio. 
Қх) =ax" +a, х" '+...+а, +a x+a 


(n es natural y a,; a, _,... а„ a4; a, Son números reales) 


El dominio de las funciones polinómicas es el conjunto de los números reales (D; = В). 

Para realizar el gráfico aproximado de una función polinómica se pueden seguir los siguientes pasos: 

* Factorizar el polinomio y determinar las raíces (una función polinómica tiene, a lo sumo, tantas raíces 
como el grado de la función). 

• Indicar el orden de multiplicidad de cada raíz (es el número de veces que esa raíz se repite como tal) y 
definir el comportamiento de la gráfica: si es par, la gráfica rebota en el eje x y si es impar, la gráfica atravie- 
sa el eje x. 

* Encontrar la ordenada al origen f(0) = y. Es el término independiente del polinomio. 

e Hallar el conjunto de positividad (С°) y el conjunto de negatividad (C ) de la función. 

El conjunto C* está formado por todos los valores del dominio para los cuales la función es positiva. 

El conjunto C~ está formado por todos los valores del dominio para los cuales la función es negativa. 


+= {x e D;/ f(x) > 0) C = {x e D; / f(x) > 0) 
f(x) = х -x3 -3x + x + 2 D,=R 


Factorizada 


f(x) = (x + 1). (x — 1). (x — 2) С,=1-1;1;2)  f(0)=2 


Doble Simples 


Las funciones polinómicas son continuas. Ingresen en puerto.pub/funpoli * para mirar un video donde 
se explican las características de las funciones polinómicas. 
“Enlace acortado de https://youtu.be/pd7ZSl6w5lg 


Áreas dinámicas [Matemática y Economía] 


Las funciones polinómicas se usan en muchos problemas de economía. Por ejemplo, para modelizar los mer- 
cados, mostrando cómo varían los precios con el tiempo; o para entender cómo subir o bajar el precio de un 
producto que repercute en sus ventas; o también en el cálculo de impuestos. 


ГЕТО ------------------------------------------------------------------------- 


15. Función polinómica 


Test de comprensión 
36. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. ¿Cuál es el grado de la función polinómica f(x) = 4x — 6х? + x° — 5x2? Grado 8. 
b. ¿Es cierto que el coeficiente principal de la función h(x) = x4 + 5x — 7 es 0? No, 1. 
ApAp c. ¿Es cierto que las raíces de h(x) = 3. (x - 5). (x + 4)? son =5 y 4? No, son 5 y =4. 
37. Completen la tabla. 
Función Grado Forma factorizada Raíces Ordenada al origen 
| fx) =x- 12x - 16 ES f(x) = (х+2)%х – 4) 
Й) = 3х )X° f(x) = Зх - 1)? 0y1 
MOS PRAT e ы-н 
х) = -2x – 12x* — 18x f(x) = 2 (x + 3)? 0y -3 
38. Observen los gráficos y completen. 
a. . р, = В 
“С = EA 
*1(0) = е1 
*С* = (оз; =-1) u (122;2) 
e C = (-1;1/2) U (2; +00) 
*D = R 
*C,= 41.3) 
*1(0)= -9 
Cg 
e C = (-00:1)U(1:3)U(3;+00) 


CAPÍTULO 3. Funciones 


15. Función polinómica 


к 39. Escriban una función polinómica que cumpla lo pedido en cada caso. Luego, discutan con un 
omu ~ : x” Е ИР 
compañero si sus respuestas son correctas y si las soluciones son únicas. 


a. Coeficiente principal 5, x, = 2 (raíz doble) y x, = 8 (raíz simple). 


-Única respuesta posible: ffx) = 5.(х = 2 (х8) 


b. Coeficiente principal -1 y tiene tres raíces simples impares. 


_Нау varias posibilidades cambiando las raíces. Por ejemplo, f(x) = —(х — 1).(х—3).(х— 5) 
c. Tiene C, = (-4; 6) ambas dobles. 


d. Coeficiente principal 5, x, = 0 (raíz doble) y x, = 7 (raíz triple). 


Única respuesta posible: f(x) = 5x2. (x= 7} 


4,0. Expresen las siguientes funciones en forma factorizada, hallen las raíces con su multiplicidad, la 
ordenada al origen y analicen el conjunto de positividad y negatividad. Luego, grafiquen. 


a: f(x) ЕТКЕ 5 


f(x) = (х- 1)2(х- 5) 
0) = -5 


Baíces: 1 (doble), 5 simple) 


b. f(x) = 2-00 - 24x = 32 


х) = 2(х + 1)(х – 4)(х2 + 4) 


f(0) = -32 


Raíces: —1 y 4 simples 


15. Función polinómica 


41. Aproximen la gráfica de una función polinómica que cumpla lo pedido en cada caso. Luego, escriban 


C* y С-. 
a. Tiene 3 raíces simples х, = -4, x, = 1, X, = Зу b. Las raíces son x, = 0 (triple) x, = 4 (doble) y 
cumple que f(0) = -2. f(1) = 6. 


C = (-41) 0 (3; +оо) C = (-00;0) 


42. Reconstruyan la fórmula de una función polinómica según los datos dados en cada caso. 
a. Tiene por raíces 1; -2 y -3 (todas simples) y f(0) = 5. 
£(x) = =5/6(x -1)(x + 2(х + 3) 
b. Es de grado 3, C* = (-1; 0) U (0; +оо) y f(1) = 2. 


f(x) = хї(х + 1) 


43. Planteen y resuelvan. 
Una empresa fabrica cofres de seguridad con forma de cubo. La fórmula que permite calcular el costo “C” 
de fabricación en función de la arista “x° está dada por la fórmula: 

C(x) = 400x? + 600x? + 320x + 170 


a. ¿Cuál es el costo para fabricar un cofre de arista igual a 1,5 m? 53350 


b. ¿Cuál es la longitud de la arista de un cofre cuyo costo es de $530? os 


c. ¿Cuál es el dominio de la función C(x) pensando en el contexto del problema? (0; +оо) 


а. Grafiquen la función. 
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Función racional 
» SABERES DINÁMICOS 


Una función racional es una función de la forma f(x) = ШҮ siendo Р(х) y Q(x) polinomios y Q(x) z 0. 
= Ж =59 2 e. 5 
ЕРТ 80) = ат 


El dominio de una función racional es: 0, = R — (raíces del denominador). 
Para calcular las raíces del denominador se iguala a 0 y se hallan los valores de x. 


2 
1600-25 +1=9=0=>x=23 = D =R=(=3; 3; 


Asíntotas de una función racional 

Se le llama asíntota de una función a una recta a la que la gráfica se aproxima continuamente, es decir, la 

distancia entre las dos tiende a ser cero. 

Existen tres tipos de asíntotas: vertical, horizontal y oblicua. 

• Los valores excluidos del dominio pueden ser asíntota vertical. 

* La asíntota horizontal se obtiene comparando el grado de Р(х) y Q(x). 

- Si el grado de Р(х) es menor que el grado de Q(x), la asíntota horizontal es y = 0. 
| | ; ; _ coef. ppal. de P(x) 

- Si el grado de P(x) es igual que el grado de Q(x), la asíntota horizontal es y = coef. ppal. de Qíx)' 

- Si el grado de Р(х) es mayor que el grado de Q(x), no hay asíntota horizontal. 

• Si по hay asíntota horizontal, se busca la asíntota oblicua, que existe solo si 

"grado de P(x)" — "grado de Q(x)" = 1. En ese caso, la asíntota oblicua es y = 219, 

Para representar una función racional se deben seguir los siguientes pasos: 

1. Se determina el conjunto dominio. 

2. Se hallan las ecuaciones de las asíntotas. 

3. Se hallan los puntos de intersección con los ejes y otros puntos de la función. 


3x+6 
ОЕ в 


1x=2=0=>x=2=>D 5R=(2 
2. Asíntota vertical en x = 2. 
Asintota horizontal en y = 3. 

3. Intersección con los ejes: 

/00) = -3, f(=2) = 0 


4. Otros puntos: 


ГЕТО ------------------------------------------------------------------------- 


16. Función racional 


Test de comprensión 


44. Respondan y expliquen las respuestas. 
i ч 2х+9 A з 
а. ¿Es cierto que la función f(x) = — ез racional? No, es lineal. 


b. ¿Es cierto que ninguna función racional puede tener dominio 0, = R? No, si el denominador no tiene raíces, D, = В. 


АрАр с. ¿Es cierto que la función f(x) = 377 tiene dos asíntotas verticales? Sí. 


45. Observen los gráficos y completen. 


qn a ж эы эш аш сик ня шш 


1 D, = В- 622) 
' “А.М. = x=32 
' *A.H.= y=0 
-6 -5 -4 -3 -2 -10 2 

e 712 В 

= ' 

І -3 i 

| -4 ; 


46. Completen la tabla. 


Función Dominio ү. Н. 1(0) 


MEA de 
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Función homosráfica 


e z z А ax+b . Р 
Una función homográfica es una función racional de la forma f(x) = a+ d. Siendo a, b, c y d números reales y с # 0. 


Dominio de la función homográfica 
El denominador de la función debe ser distinto de cero: cx + d 4 0 = x # -4 Por lo tanto, el dominio es: 


0-6) 


d с . y 
La recta de ecuación x = es la asíntota vertical de la función. 


Imagen de la función homográfica 


La imagen es: |, =R - E 


27 a , š os 
La recta de ecuación y = q es la asíntota horizontal de la función. 


Representación gráfica 


А ve ‚ ах 
Para representar gráficamente una función homográfica f(x) = 


+b . 
q Se debe: 


СХ + 


1. Determinar dominio e imagen. 

2. Encontrar las ecuaciones de las asíntotas. 
3. Determinar la ordenada al origen. f(0) = y. 
4. Encontrar la raíz de la función: f(x) = 0. 


_6x-12 
$0) = 2x+4 


1, р„=к={=2]1 =R-(3] 
2.AV.enx=-2;A.H.eny=3 


3 К) = 59-22 КО) =-3 
6x-12 
4. 22 =0=f(2)=0 


Ingresen en puerto.pub/funhom * para mirar un video 
donde se explica cómo se grafica una función homográfica. 


*Enlace acortado de https: //youtu.be/Li3q9GYBGeY 


ГЕТО ------------------------------------------------------------------------- 


17. Función homográfica 


Test de comprensión 
47. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. La función f(x) = — ¿es una do о No. 
b. ¿Es cierto que el dominio de f(x) = es D, = {-7)? No, es D,=R - (-7) 


x+7 
ApAp с. ¿Es cierto que todas las funciones куз tienen una asíntota horizontal? Sí. 


48. к de cada función homográfica el dominio, la imagen y las ecuaciones de las asíntotas. 


Х+7 
а. f(x) = x g DeR-(3 1=R-(4) AV enx=3 A H.eny=4 


7x-4 
ь. х) = + D,=R-(-1) 1=- (0) АМ епх= -1 А.Н. епу=7 


-x-9 


c. f(x) = — x43 2:=В- (3-12 В - (-1) АМ елх= -3 А.Н eny=-1 


LN 
e e 


Traco) 49. Escriban, en cada caso, la fórmula de una función homográfica que cumpla lo pedido. Luego, 
Comu | discutan con un compañero si sus respuestas son correctas y si las soluciones son únicas. 


a. Asíntota vertical en x = 7 y asíntota horizontal en y = 4. 


Ejemplos: f(x) = (4x + 5)/(х – 7); g(x) = (8x — 6)/(2x - 14) 


b. D;= R - (0) y asíntota horizontal en y = -2. 


Ejemplos: f(x) = (=2x + 1)/x; g(x) = (=10x + 7)/5x 


50. Escriban V (verdadero) o F (falso), sabiendo que f(x) = EZ Expliquen las respuestas. 


a. La función f(x) es homográfica. у 


b. El dominio de la función es D. =R - (4). 


c. El punto т al pertenece a la función. 


d. La gráfica de f(x) corta al eje y en 2. 


e. La gráfica de f(x) no corta al eje x. 
f. La imagen de f(x) es |, = R - (-2). 


g. La función tiene una asíntota vertical en x = 8. 


Д capíruLo 3. Funciones 


áfica 


17. Función homográ 


51. Completen lo pedido para cada función. Luego, grafiquen. 


иш 

иш 
= 
A 
|] 
иши 
ИШ»: 
|] 
/ 
TU 
Шиш 
ИШ 
=s 
=s 
=s 


AN 


-{1} 


x=1 


-D, 
АМ = 
"АН. = 
0) 
0 


2х +8 
x+4 


No tiene 


+ AN. = 


* А.Н. = Notiene 


ЕЕЕ ТЕЩА ЕЦ 
ааваараа тараана 
ЕЕЕ ЕЕЕ 


"Drs R-E2 


“АН. = y=-2 


{1,5} 
R-{-2 


“Cj” 


AI ши 


l; 


17. Función homográfica 


52. Respondan y expliquen las respuestas. 


a. ¿Cuál es el dominio de la función f(x) = — % 


D,=R-{3} 


-4x +12, 
х+9 


b. ¿En qué punto corta al eje x la gráfica de f(x) = 


x=3 


kx +3 
SX +7 


c. ¿Cuánto debe valer "k" para que la función f(x) = tenga por imagen l, =R - (-1)? 


k=-5 


d. ¿Es cierto que la gráfica de f(x) = EEN corta al eje y en 2? 


Si, f(0) = 1/2 


e. ¿Cuánto debe valer "m' para que el dominio de f(x) = q 


Т. sea 0, =R - (9)? 


m=27 


£. ¿Cuál es el conjunto de positividad de la función f(x) = == 
Ct = (=00;-4) U (3; +00) 
g. ¿Cuál es el conjunto de decrecimiento de la función f(x) = 221 ? 
=й 
Д ; 7 ; _ -6х+9 
h. ¿Cuáles son las ecuaciones de las asíntotas verticales de f(x) = тоет? 
х= 0,01 
y | | П poe 
i. ¿Cuál es la ecuación de la asíntota horizontal de la función f(x) = = л ? 
yX+ 
9 


уал 
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Estudio de funciones 


Para graficar una función es necesario hacer un estudio completo analizando los elementos principales de 
cada una. Es recomendable seguir los siguientes pasos: 

1. Identificar el tipo de función (esto permite reconocer qué elementos específicos de la función será necesa- 
rio encontrar y cómo será su gráfica). 

2. Definir el dominio (Р) de la función para los cuales está definida. 

3. Buscar las coordenadas de los puntos de intersección con los ejes: 

* Con el eje x (raíces o ceros de la función) = y = 0 = resolver f(x) = 0 = es el punto (x; 0). 

* Con el eje y (ordenada al origen) = x = 0 = calcular f(0) = es el punto (0; y). 

4. Hallar las asíntotas, en el caso que existan: 

• Asíntota vertical = x = К • Asíntota horizontal = y = b. 

5. Hallar la imagen (1) de la función. 

6. Encontrar conjuntos de positividad (C*) y negatividad (C ): 


* = {x e D,/ f(x) > 0) -C = {x e D,/ f(x) < 0). 
7. Encontrar conjuntos (o intervalos) de crecimiento (С^) y de decrecimiento (C *): 
* f es creciente si x, < x, = f(x.) < f(x,) * f es decreciente si x. < x, = f(x.) > f(x). 


Existen otros elementos específicos, según el tipo de función. Por ejemplo, si es una función cuadrática, es 
necesario buscar el vértice para poder graficarla; si es una función polinómica, al buscar las raíces, se debe in- 
dicar el orden de multiplicidad de cada una, ya que nos informa el comportamiento de la gráfica en ese punto; 
en el caso de la función por partes es importante encontrar las imágenes en los extremos de cada tramo, etc. 


Г х+6 Е ЕБТ 
n X ===; x)= 
Función К x-3 fl ав ХЕТ 


Por partes 
Tipo de función Homográfica Tramo 1: cuadrática 
Tramo 2: lineal 
Dominio D; =R- (3) D,=R 


£(0) = (0 - 1)2+1 > f(0) = 2 


Intersección con ejes 
(Raíz y ordenada (х = 1)2 + 1 = 0 > No tiene raíz real 


al origen) -x+4=0>x=4 No está definida para x = 4 


АМ епх = 3 


Asintotas nas? No tiene 
Imagen l=R- (1) |, = [1; +оо) 


Шо аш C: = (-co; -6) U (3; +оо) 
y negatividad C = (=6; 3) 
Intervalos de С^ = (1; +00) 


crecimiento y 
decrecimiento 


Otros elementos f(4) = — 2 = 10 > punto (4; 10) Vértice parábola у = (1; 1) 


18. Estudio de funciones 


Test de comprensión 
53. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. ¿Por qué es necesario definir primero el dominio de validez? Porque son los valores para los cuales la función está definida. 
b. ¿Alcanza para graficar una función buscar solamente la intersección con los ejes? No, depende de cada función. 
ApAp с. ¿Cuáles son los elementos que se necesita buscar para graficar una función polinómica? 
Dominio, ordenada al origen, raíces con su multiplicidad y C* y С”. 


54. Completen la tabla. 


Función Tipo Dominio Imagen Raíces Ordenada al origen Asíntotas 


55. Realicen el análisis completo de las funciones. Luego, grafíquenlas. 


9-2 six> 1 
2.(x+3).(x-1) six<1 


Funció 
РТР яг? 2, 


D=R Notiene asíntotas 
0) = 6; C = (=3: 1) 


КҮРҮ = (=2:—6\ f(1)= 


b. f(x) = —(x + 2)?. (x — 4)? 


Función polinómica 


D=R 1, =(-00;0] 


C, = (2; 4) {0) = -64 


Ore С = (-00;-2) U (-2; 4) U (4; +оо) 
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56. Completen lo pedido a partir del gráfico. 


«D¿=R 

“= R 

(0) = -05 

e C, = {0,5; 2} 

e С* = (2; +оо) 

e C- =(=00; 0,5) U (0,5; 2) 


01234567 x 


|D, = R- (2) 

el,= R-(1) 

-f(0) =0 

-C= 00) 

* Asíntotas: x=-2y=1 

* С^ = (-00; -2) U (-2; +00) 

.C"= 0 
57. Aproximen el gráfico de una función 
polinómica que cumpla lo pedido en cada caso. 

a. С, = (-6; 2); С-= Ø y f(0) = -2. 


b. Tiene una raíz en x = 3 (doble) y x = -2 (simple) 
y corta al eje y en 1. 


c. Tiene 3 raíces simples en -1; 1 y 4; y f(-2) = 5. 
а. C* = (-3; -1) U (1: 3) y f(0) = -1. 


Gráficos a cargo del alumno/a. 


Integración final 1 


58. Escriban V (verdadero) о F (falso), sabiendo 
que f(x) = —(x + 4)2. (x — 1). (x — 2). Expliquen las 
respuestas. 


a. f(x) es de grado 2. 
b. Las raíces de f(x) son -4; 1 y 2. 
c. Las tres raíces de f(x) son dobles. 


d. El dominio de f(x) es D, =R - (-4; 1; 2). 


е. El coeficiente principales a = -1. 


£. El conjunto C* = Ø. 


ЕЕЕ ЕЕ Е 


59. Para cada una de las siguientes funciones 
indiquen: dominio, raíces y ordenada al origen. 


a. f(x) = –2х.(х – 2)2. (x + 1) D,=R;C,=(-1:0:2);f(0)=0 


b. f(x) = 22 D, =R - (-4);C, = (13; f(0) = 1/2 

c. f(x) = (x + 3). (x? + 4) D, =R; C, = (-3),(0) = 12 

-3 
X 


D =R - (0); C, = Ø; f(0) = no hay 


60. Grafiquen las siguientes funciones realizando 
previamente un análisis completo. A cargo de alumno/a. 


раа 

е0) == 
в.) = 22 
һ. 0) = E 


61. Elijan la opción que cumple lo pedido en cada 
caso. 


a. Mene A.V. en x= 6. 


= 
1 


b. Tiene por dominio 0, = R - (-8; 8). 


"(Юу 


же X EA 
т 64-2 |х 


| fO) 


c. Tiene A.H. en y = -1. 
1922 Б] 


“х= 1 


de 


d. Tiene imagen 


0) +7 


ЖИ 
ШЕ 


R - (0). 


== 
" 


- f(x) 


62. Escriban V (verdadero) o F (falso), según 
corresponda. Expliquen las respuestas. 


ы 2X 
X +6х+8 


D; = (2; -4). D,=R- (-2 -4) F 


a. La función f(x) tiene dominio 


т 7х+11,. 
Ъ. La función f(x) = 79 => tiene una 


asíntota vertical x = 12. V 


c. La función f(x) = CER corta al 


eje x en 8. No corta al eje x. F 


Ds 
d. La función f(x) = + no tiene 


asíntota horizontal. y=0 F 
> x+2 К 

e. La función f(x) = кте No tiene 

asíntota vertical. V 


63. Reconstruyan la fórmula de cada función. 
Luego, indiquen si es única. 


a. Función polinómica con tres raíces simples 
iguales a -2, 5 y 7 que pasa por el punto (1; 36). 


b. Función homográfica con A.V. en x = 8 y A.H. 
eny = -2, cuya gráfica corta al eje x en 3. 


c. Función racional con D, =R, A.H. en y = 0 y que 


cumple f(0) = 7. 


f(x) = (x + 7)/( + 1) No es la única. 


а. Función por tramos, que cumple que para el 
intervalo (2; +00) es una función cuadrática con 
vértice (1; -1) y pasa por el punto (3; 11) y para el 
intervalo (оо; 2] es una función lineal que pasa 
por los puntos (-1; -1) y (5; 17). 

а. f(x) = 1/2(x + 2)(x — 5)(x— 7) Es única. b. f(x) = (-2x + 6)/(x — 8) 


No es única. d. б) | 


З= 1) = а 
хл six<2Es única. 


64. Analicen y grafiquen las funciones por partes. 


x+2 


(E 


a. 


x+1 


si x > 0 Tramo 1: lineal. Tramo 2: racional 
si X < 0 D,=R- (+1 AV:x=-1; AH: y = 1 
1(0) = 2; C, = (-3) 


b. |, —/x+1]2 six>-3 Tramo 1: cuadrática. 


2 


si x < —3 Tramo 2: constante. 


D =R; f(0) = 12; C, = (3, 4; v = (7/2; -1/4) 


65. Realicen un análisis completo de la función. 


-6 -5 -4 -3 


A cargo del alumno. 
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p d Explicaciones de temas de años anteriores que pueden ser | 
d [d pe C 0 [ d [ útiles para resolver algunas actividades de este capítulo. 


Función 


Una función es una relación entre dos variables [generalmente llamadas “x” (variable independiente) e “y 


(variable dependiente)), donde a cada valor de la primera “x” le corresponde un único valor de la segunda “у”. 


Estas condiciones que deben cumplir las relaciones para ser funciones reciben el nombre de: unicidad y 
existencia. 


f: A >B es función de AenB=VxeA Jl yeB/ y = f(x) 


“y” es la imagen de “x” (es el transformado de “x” según *f”); TIP 
“x” es la preimagen de “y”. V significa para todo. 
A y B son el dominio y codominio, respectivamente, de la función f. Э! significa existe y es único. 


Conjunto dominio, codominio e imagen de una función 


* El conjunto dominio (o simplemente dominio de la función) es el conjunto formado por los valores de la 


variable “x°. Se designa Dm o D,. 

* El conjunto codominio (o simplemente codominio de la función) está formado por todos los valores 
que puede tomar la variable dependiente “y”; se designa С,. 

* El conjunto imagen (o simplemente imagen de la función) es un subconjunto del codominio y está 


“n 


formado por los valores de “y” que toma la función; se designa Im o l;. 


La representación gráfica de una función es el conjunto de todos los puntos de coordenadas (x; y) ubicados 
en el plano cartesiano, para los cuales y = f(x). 


El plano cartesiano está determinado por un sistema de coordenadas cartesianas (llamado también 
ejes cartesianos) formado por dos rectas perpendiculares que se cortan en un punto llamado origen de 
coordenadas. 


El eje horizontal se llama eje x o eje de abscisas. El eje vertical se llama eje y o eje de ordenadas. 


Raíces (o ceros) de una función. Ordenada al origen 


* Las raíces de una función у = f(x) son los valores x en los cuales f(x) es igual a 0. 
• La ordenada al origen es el valor de y рагах = 0. 


Ordenada 
al origen 


-x-10 -8 -6 -4 


Autoevaluación PPE 


Marquen la opción correcta 


66. ¿Cuál es la fórmula de una función módulo que se desplaza 6 unidades hacia arriba respecto de la 
función y = |x|? 


O y = 16x] Oy = 6.1x] Оу =1х1- 6 00 y = |х| +6 


67. ¿Cuál es el resultado de f(2,37) sabiendo que f(x) = E(x - 1)? 


O2 (91 O-1 O-2 


68. ¿Cuál es el valor de f(3) para la siguiente función? 
y? i 
f(x) = X +X sixz3 
6 six<3 


O6 ӨШ: O12 O-12 


69. ¿Cuál es el conjunto de raíces C, de la función f(x) = 7. (х + 3). (x - 5). (x2 + 1)? 


(ОС, = (3; -5) 000,= (35 OC =g OS) = (-3 5; 1; -1) 


70. ¿Cuál es el conjunto de positividad C* de la función f(x) = -x*. (x ~ 7)2 


(Х) С* = 0 OC = (0; 7) (3C = (0-7 СОС" = (-00; 0) U (7; +оо) 
Aa е as x+7 

71. ¿Cuál es el dominio de la función f(x) = -2— 75! 
OD, = В OD, = (5; 5) C9D,=R- (5,5) (OD =Q 


; 4 Я Р x+9 
72. ¿Cuáles son las ecuaciones de las asíntotas de la función f(x) = 742 


(Ox=4;y=1 COx=4y=-1 Ox=-1:y=4 (Ox=ly=-4 


А i 5 
73. ¿Cuál es la raíz de f(x) = 574? 


E O-=5 O4 GO No tiene. 
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Funciones trigonométricas 


Funciones trigonométricas 


> SABERES DINÁMICOS 


Las funciones trigonométricas son funciones periódicas cuyos valores son extensiones del concepto de 
razón trigonométrica en un triángulo rectángulo trazado en una circunferencia trigonométrica. 


Para recordar pág. 87 


= sen â = 


El lado terminal del ángulo corta a 
la circunferencia (radio = 1) en el 
punto p de coordenadas (x; y). 


< 


Representación gráfica de las funciones trigonométricas 
1. f(x) = sen x / ER — [-1; 1] 3. f(x) = tan x / 
Ев = {+ kn} AKER=R 


AN 


E E тсе нна ск нгы 


Variaciones de la función seno y coseno 
f(x) = A.sen (Bx + C) + D g(x) = A.cos (Bx + C) + D 


El |A| determina la amplitud y es la semidistancia entre el máximo y 
el mínimo de la función. 
B modifica el período de la función sin modificar su amplitud. 


Período: T = 7 Dinámica Conecta 


C determina el ángulo de fase indicando el desplazamiento horizontal Ingresen a puerto.pub/amfrefa * para mirar un video 
(desplazamiento con respecto al eje х) Ángulo de fase: - c acerca de la amplitud, frecuencia y fase de la función seno. 
` ` В 


2 3 8 Р е * Enlace acortado de https: //youtu.be/iwEFoWOSZUE 
D determina el desplazamiento vertical (desplazamiento respecto al eje y). 


ГЕТО ------------------------------------------------------------------------- 


19. Funciones trigonométricas 


Test de comprensión 
1. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. ¿Es cierto que el valor máximo de y = 3.sen x es 3? Sí. 


b. ¿Cuál es la imagen de x = Эп en la función f(x) = tan x? No existe. 


с. ¿Existen valores de x e (0; 211) para los cuales sen x = cos x? Sí, 1/4 y 3/41. 


ApAp 


2. Dibujen en cada circunferencia trigonométrica un ángulo en el cuadrante pedido. Luego, marquen con 
colores los segmentos que representan el seno y el coseno del ángulo. A cargo del alumno. 


a. Il cuadrante. b. IV cuadrante. 


4. Encuentren la imagen pedida en cada caso. 


a. f(x) = sen x= f(n) =| 0 d. f(x) = cos x= f(0) =| 1 
b. f(x) = 3.sen x = (5) = 3 е. f(x) = 2.cos x => f(n) =| -2 | 
c. f(x) = sen х = = = {(2п) = El f. f(x) = cos 2x = (5) = a 


5. Encuentren los valores de x e [0; 2п] siendo Ё, (х) = sen x y #,(х) = cos х. 


а. f(x) = 1 а. (х) = 1 
x=1/2 х= 0ух=2п 

b. Ё (х) = -1 е. f(x) = -1 
жай хап 

с. (х) = 0 f. Р(х) = 0 

х= 0х=пух= 2 -х=1/2ух= 3/2 п 
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19. Funciones trigonométricas 


6. Completen la tabla. 


Función Amplitud A Períodot Ángulo de fase Desplazamiento vertical 


5 hacia abajo 


hacia arriba 


inguno 


hacia arriba 


7. Reconstruyan la fórmula de cada función usando los datos dados. 
а. f(x) = A. sen (Bx + C) + D 


+A=1;T= 7 ángulo de fase: 8: desplazamiento: 2 hacia arriba. 


f(x) = sen (8x — п) + 2 

+ A = 5; T = 27; ángulo de fase: 0; desplazamiento: 3 hacia abajo. 
f(x) =5. sen (х) - 3 

b. f(x) = А. cos (Bx + C) + D 


+ A = 0,5; T = 47; ángulo de fase: 0; desplazamiento: 8 hacia abajo. 
f(x) = 1/2 cos (x/2) - 8 
„А=7,Т= 2. ángulo de fase: E. desplazamiento: ninguno. 


f(x) = 7 cos (7x+ 1/4) 


8. Respondan las siguientes preguntas. Luego, comparen las respuestas con sus compañeros. 
a. Si f(x) = sen x, ¿cuál es el valor de x para que f(x) = -2? 


No existe ángulo, ya que el valor mínimo de y = sen x es -1. 


b. La función 7 + cos x, ¿se desplaza horizontalmente? 


No, el ángulo de fase es 0. 


c. f(x) = 4. senx y g(x) = 4 . cos x, ¿tienen la misma imagen? 


d. f(x) = sen (2x) y g(x) = 2. sen x, ¿tienen el mismo período? 


No, f(x) es tr y g(x) es 2m 


9. Tracen en sus carpetas, en un mismo sistema, la gráfica de la función f(x) = sen x; de las funciones 
g(x) = sen (-x) y h(x) = -sen x. Luego, escriban qué resulta de comparar las gráficas de g(x) y h(x). 


A cargo del alumno. 


19. Funciones trigonométricas 


10. Grafiquen las siguientes funciones e indiquen su dominio y su imagen. 


d. f(x) = 4.cos (x - 11) 


ШШШ ШШШ ИЕ ПШ ШИШ 1 Еа 
ишйшишишитыиишиниишиниии 
mima; шии шии ын ш 

SSS: =a 


Y 


[LT L | 


E | 
ТЫ 
| Л | 
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Interpretación y análisis de funciones trigonométricas 


> SABERES DINÁMICOS 


Interpretar y analizar una función trigonométrica consiste en describir su comportamiento en contextos 
concretos. 


En particular, para estas funciones es importante tener en cuenta: 


• La amplitud de la onda. * El desplazamiento. 
• El período de la onda. * Las intersecciones con los ejes. 
• El ángulo de fase. • Los máximos y mínimos. 


Áreas dinámicas [Matemática y Física] 


Las ondas sonoras pueden ser representadas por sumas de ondas sinusoidales (seno). La función seno genera el 
sonido más puro y con la suma de varias funciones seno se puede crear el efecto de un piano, de un violín o de 
un clarinete. 


3 ondas, 3 funciones seno. onda resultante de la suma de las funciones seno. 


Un objeto se encuentra atado al extremo de un resorte. 
El siguiente gráfico representa la elongación en función del tiempo. 


0,20 


0,10 


€ ооо 


-0,10 


-0,20 


El oscilador en t = 0 s se encuentra a 0,15 m. 
La amplitud es A = 0,15 m. 


En el instante t = 1 s, "p" pasa por la posición de equilibrio. 
Vuelve a su máxima elongación a los 4 s. El período es T = 4 s 


ГЕП ------------------------------------------------------------------------ 


20. Interpretación y análisis de funciones trigonométricas 


Test de comprensión 
11. Respondan y expliquen las respuestas. 
а. ¿Es cierto que la gráfica de una función f(x) = А. sen (Bx + C) + D siempre corta al eje х? No. Ej. f(x) = sen x +4. 
b. ¿Es cierto que los mínimos de la función y = cos x + 1 son sus raíces? Sí. Im = [0; 2] = el menor valor es para y = 0. 
ApAp | е. Si la frecuencia f de una onda se obtiene hallando f = L ¿es cierto que la frecuencia para T = 0,5 es 2? Sí. 


> 


12. Completen lo pedido en cada caso. 


a. 


• Amplitud (А); 1 • Amplitud (А); 10 
«Período (Т): 4 • Período (T): 8 


• Frecuencia (f): 0,25 • Frecuencia (f): 


13. Lean atentamente, observen el gráfico y respondan. 


En el siguiente gráfico la onda representa el desplazamiento respecto a su posición original de las partícu- 
las del aire al recibir las vibraciones que surgen de la emisión de un sonido. 


e(desplazamiento) 


a. ¿Cuál es su período? T=1 


b. ¿Cuál es el máximo desplazamiento? ғ, 


c. ¿Cuál es su frecuencia? f=1 


d. ¿Cada cuánto la partícula vuelve a su posición original? 0,5 
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Funciones trigonométricas inversas 


> SABERES DINÁMICOS 


Las funciones trigonométricas no son funciones biyectivas (1 a 1), por lo que no son invertibles. Para que lo 
sean y poder hallar (х) es necesario restringir su dominio y así poder hallar la función inversa. Las funciones 
inversas son: arco seno (arc sen o sen””), arco coseno (arc cos o cos”) y arco tangente (arc tg o tg”). 


Para recordar pág. 87 


fF 22] >[-1:11/600 = sen x 
ЄТ [-1;1] > [- o еч) = arc sen х 


La función es continua у creciente en todo el dominio. 


sen Q = x = arc sen x = & 


f0) = sen x A f(x) = 5 = г) = arc sen 5 
Г) зо" 


Е [0; п] — [-1;1] / f(x) = cos x 
f: [-1; 1] — [0; х] / f (x) = arc cos х 
La función es continua у decreciente en todo el dominio. 


cos â = x = arc cos x = д 


109 = cosx л ў) = 2 (12 = arc cos E 
A T 
] 2) =а5 4 


f - T?) — R/ f(x) = tg x 
БВ = (- >: 2) / f(x) = arc tg x 


La función es continua у creciente en todo el dominio. 
tg G =х = arctgx = & 


Кх) = tg x n х) = 1 = F (1) = arc tg 1 


=] a o_ Л 
f UD) = 45 =, 


АСТУШАПЕ5 Kia n 


21. Funciones trigonométricas inversas 


Test de comprensión 
14. Respondan y expliquen las respuestas. 
а. ¿Es cierto que si f(x) = cos x y f(x) = 0, entonces Ғ'(0) = р) Sí. 
b. ¿Es cierto que la función f'(x) = arc sen x tiene un máximo? Sí, en x = -1 vale x. 


ApAp с. ¿Es cierto que la función f'(x) = arc tg x tiene una asíntota horizontal en y = 27 SÍ. 


15. Calculen con la calculadora el valor del ángulo x en el sistema sexagesimal y unan con flechas. 
45° 

90° 

• 68° 11 55' 

• 75° 57 50" 

• 11° 32' 13" 

• 107° 27' 27" 


а. ЅеПх = 1 


b. cos x = -0,3 
c. tg x = 2,5 
d. sen x = -0,2 
e.cosx=0 


£tgx=4 


PenCrit| 16. Escriban V (verdadero) o F (falso), según corresponda. 


a. Si f(x) = sen x y f(x) = 2, no existe valor de x que lo verifique. 


b. Si f(x) = cos x y f(x) = 1, entonces f-1(1) = 0. 


а. La función f'(x) = arc sen x es discontinua. 


e. Si f(x) = arc tg x y f(x) = -2; entonces x = 63° 26' 5,82". 


ү 

Гу] 

c. La función f(x) = arc tg x tiene Dm = [-т п]. ЕЯ 
- 
- 

e] 


f. La función f(x) = arc cos x es continua y creciente. 


17. Encuentren m en cada caso, cuando sea posible. 


a.m = sen (arc sen 0,3) а. т = tg (arc sen 1) 
т= 0,3 по existe 

b. т = cos (arc tg 1) е. т = arc sen (соз T 
m = 0,707 m=45° 

с. m = arc cos (sen п) f. m = tg (arc tg 6,1) 
m = 90° m=6,1 


| jim 2 


PenCrit Hallen el dominio e imagen de la siguiente función. 


1:1-1/3,2] = [0; 1/4] 
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Ecuaciones trigonométricas 


p. SABERES DINÁMICOS 


Las ecuaciones trigonométricas son aquellas en las que las incógnitas son ángulos que forman parte del 
argumento de funciones trigonométricas. Su solución es, si existen, el o los valores angulares que la verifican. 


2.sen x = 1,5 cos (2x) + sen? x = 2. арх 1:= 7 


En las ecuaciones trigonométricas pueden aparecer distintas funciones trigonométricas y/o distintos argu- 
mentos; por eso es conveniente recordar algunas relaciones para tener en cuenta al momento de resolverlas: 


* Relaciones trigonométricas. 


sen? х + cos? x= 1 


tg X= cotax sen x= 
‚ nx cotg x ш 
0Х= cosx _ ©05Х 2 

cotg X = Sen x COS X = Sagx 


* Relaciones entre ángulos complementarios, ángulos opuestos y el doble de un ángulo. 


sen x = cos (90° – x) sen x = -sen (-x) cos (2x) = cos? x – sen? x 
cos x = sen (90° - x) cos x = cos (—x) sen (2x) = 2.sen x.cos x 


* La solución de la ecuación debe incluir todos los ángulos que pertenecen al intervalo pedido que la verifican. 


* En algunas ocasiones es conveniente hacer un cambio de variable. 


Algunos ejemplos resueltos para x є [0; 2л] 


Ecuación (беп х- 1). (senx+1)+2 =% tgx = 56 – іш? х 


5 
ѕеп2х-1+2 = te?x+tgx-56=0 


4 
2 _ 5 юх= т 
ѕеп2х +1 = 8 


т?+т-56=0 
Resolución 
m,=7 v m,=-8 
tgx=7 v tgx=-8 


х= qrc tg 7 v х= qrc tg -8 


s x; = х,=87°52'12" x,= 97°7'30" 
UH X, = х,=261°52'12" x,=277°7'30" 


оо 
= 


ATNIDADES ------------------------------------------------------------------------- 


22. Ecuaciones trigonométricas 


Test de comprensión 

18. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. ¿Es cierto que sen x = sen (180° — x)? Si es así, den un ejemplo. Sí, sen 30° = sen 150°. 
b. ¿Qué relación existe entre cos x y cos (180° – x)? cos x = =cos(180* = х) 

АрАр с. ¿Es cierto que todas las ecuaciones trigonométricas tienen solución? No. 


19. Hallen el valor de x en el intervalo pedido. 


а. вепх = 52 л xe [0 n] d. sen x = -1 a x e [0; п] 

X=T/4; x = 311/4 -No hay en ese intervalo, 
‚ЗП 

b. cos x = 0 a xel0; 41] e. cosx = 1 Axe 03, 

X= 1/2; x = 30/2; x = 50/2; x = 71/2 x=0 

c.tgx=1A xel0; 211] £. tg x = 0 a x e [0; 211] 

x = r/4; x = 50/4 х=0;х=гх=2П 


20. Calculen las raíces еп el intervalo [0°; 360°] de las siguientes funciones trigonométricas. 


a. f(x) = 4.sen x- 1 c. f(x) = 2.соѕ (2x + 10°) - 1 
—x = 14° 28' 39” X=25%x=145* 

_x = 165° 31' 21” x = 205°; х = 325° 

b.f(x) =2.tgx+3 d. f(x) = 3.cosec x + 4 

= 1995415922 EEP 85:25" 

x= 303° 41' 24" _x = 311° 24' 35" 


21. Hallen analíticamente las abscisas de los puntos de intersección de las siguientes funciones en el 
intervalo [0; 27]. 


а. f(x) = 10.sen x a g(x) = 5 


x=11/6;x=5/6 11 


b. f(x) = 1 + cos x a g(x) = 1 


_x=1/2 m x= 321 
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22. Ecuaciones trigonométricas 


LN 
ee 


TracO 22. Reúnanse con un compañero y construyan una ecuación trigonométrica con soluciones en el 
intervalo [0; 360°] que cumpla lo pedido en cada caso. Luego, indiquen si hay una única respuesta 
posible. 


a. Tiene por solución x = 90° y x = 270°. 


Pare асосе 


b. Tiene por solución x = 45° ух = 225°. 


Porej.:tgx+1=2 


23. Encuentren la expresión equivalente de las siguientes igualdades en función de sen x. 


a. COS? X = 2 + Sen x с. cos (90° - x) + cosec x = cos? x 
1- sen? x= 2 + sen x sen x + 1/ѕепх = 1 - sen? x 
65 +1= Ek = 1— sen? 


_Ssen2 x + 1 = sen x – sen? x 


sen? x + ѕеп2 х – ѕепх+1= 0 


b.tgx.cosx+4=5 а. COtg х. sec x = sen x 
senx+4=5 1/sen x= sen x 
-senx=1 _sen?x=1 


24. Resuelvan las siguientes ecuaciones trigonométricas y escriban las soluciones que pertenecen al 
intervalo [0; 180°]. 


a. 4. sen? (-x) = 0 c. (cos x + 2). cosx =3 
йаш" 20° 
х= 180° 
1 
Ъ.8. соѕ2х – 2. соѕх= 1 d.tgx=2= тту 
gx 
х= 60° Е ЕР сы 
x = 104° 30” 


22. Ecuaciones trigonométricas 


25. Hallen los valores de x, pertenecientes al intervalo [0; 27], que verifiquen cada una de las siguientes 


ecuaciones. 


sen 2x =a оао sen (2x) -1 
Т 8.08 (=x) > 
1/6; 5п/6 п/6; 5п/6 


b. cos (2x). sen x + sen x = 0 


0; п/2; п; 3/2 п; 2п 


1 


+2. = 2, 
f e 2.sen x = 2 .CoS X 


1/6; 5/6 п; 7/6 п; 11/61 


o. sen (п = х) + соз (3 - x} =1 


п/6; 5п/6 


g.2.tgx-3.cotgx-1=0 


0,31 11, 1,31 п; 37/4; 7п/4 


d.2.sen2x+3.cosx = 0 


211/3; 47/3 


h. cotg X.sen x + cos? x= 1 + cos? x 


0; 2п 
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Integración final 4 


26. Completen con la letra de la función que 27. Reconstruyan la fórmula de la función pedida 
corresponde a cada gráfico. en cada caso. 
a. f(x) = sen x - 2 a. Función seno, А = 3, T = пу se desplaza 


b. f(x) = cos (2x) una unidad hacia arriba. f(x) -3 sen (2х) +1 


b. Función coseno A = 2, T = бту se desplaza 


. -2.sen 
= x 4 unidades hacia abajo. f(x) = 2 . cos (1/3 x) - 4 


d. f(x) = 2.C0S x 
ds c. Completen la tabla. 


ШЇ ШИ y = sen (4x — ол) | y = —7.с05х – 5 
= _. 
бт. fase 
Desp. vertical 5 abajo 


28. Grafiquen las siguientes funciones. 
а. f(x) = -2. cos (4x) 
b. f(x) = 1 + sen (x+n) 
c. f(x) = -sen (3x) 


d. f(x) = 4. cos Ë = 5 


A cargo del alumno/a 
29. Escriban V (verdadero) o F (falso). PenCrit 


а. El período de y = tg x es 27. F 


b. La función y = tg x es continua en [0; 27n]. F 


c. La función f(x) = 5. sen x tiene 
Im = [-5; 5]. Y 


d. El dominio de f(x) = cos (5x) es D;=R. | v 


e. No hay puntos en común entre las ЕО 
funciones у = 3 y f(x) = sen x + 3. F 


£. La función y = arc sen x tiene dominio. 
D; = R. F 


30. Hallen el valor p en cada caso. 


a. p = cos (arc sen 0,5) p = 0,87 
b. p = sen? (arc tg 1) p=0,5 


с.р = sec (arc tg 2) p=224 


d. p = sen (arc cos 1) p=0 


e. p = cosec (arc sen 0,1) p=10 


06 


31. Lean atentamente, planteen y resuelvan. 


a. La función P(t) = 100 - 20.cos E permite 
calcular la presión arterial P (en mm de mercurio) 
de una persona en reposo en función del tiempo 
t (en minutos). 


• Hallen el período de la función. t= 1,2 
• Calculen la presión a los 3 minutos. 120 mm de mer. 


• Encuentren el instante en que la presión es de 
80 mm. t= 6 min 


• Aproximen la gráfica. 


b. En un movimiento armónico simple la función 
p(t) = 4. [cos 10 describe la posición del objeto 
(en metros) en función del tiempo (en segundos). 
e Hallen el período y la frecuencia. ї = 8n; f = 1/8n 


- Hallen el instante t є [0; 2п] para los cuales el 
objeto está en la posición de equilibrio (p = 0). 
{= 6,28 seg mn 

• Aproximen la gráfica. 


32. Hallen las raíces en el intervalo [0; 180°] de las 
siguientes funciones. 


а. f(x) = 1 + 2.sen (4х) 82° 30; 52° 30 

b. f(x) = cos (180° + х) 90° 

o. f(x) = -sen (2x 90°) + 4 60120" 

а. f(x) = cos (3х) - 1 0°; 120° 

33. Encuentren las abscisas de los puntos de 


intersección que pertenecen al intervalo [0; 360°] 
entre las siguientes funciones. 


a. f(x) = 3.sen x; g(x) = 2 41° 48 37"; 138° 11 23" 


b. f(x) = cos (2x); g(x) = -1 60°; 120°; 240°; 300° 


34. Resuelvan las siguientes ecuaciones e 
interprétenlas gráficamente para x є [0; 21]. PenCrit 


a. Sen Х = COS X 1/4; 3n/4 


b. tg X= COS x 0,211;0,79п 


35. Respondan. 


a. ¿Es cierto que nunca el seno de un ángulo es 
igual a su coseno? No, en algunos casos (ej.: 45°) 


b. ¿Es cierto que el coseno de los ángulos suple- 
mentarios es igual? No, son opuestos. 


c. ¿Es cierto que la tangente de los ángulos 
opuestos es opuesta? sí. 


d. ¿Es cierto que, conociendo el seno y el coseno 
de un ángulo, se puede calcular la tangente? 


е. Si dos ángulos son complementarios, ¿es 
cierto que el seno de uno es igual al coseno del 
otro? sí. 

d. Sí, tg x = sen x/cos x 


36. Resuelvan las siguientes ecuaciones para 
x e [0; 2п]. 


а. 3.(sen2 x – 1) = COS? X п/2;3/2п 

b.4.cosx = cos (-x)- 3 п 

c. COS (2х) = 2 - 3.senx 1/2; п/6; 5/6 n 

а. 2.COS? X – COS x = sen X.COSEC X 0; 21/3; 4п/3; 27 
Tt 

e. COS (5- x).sen x+1]=0 Nohay. 


f. tg x. sen x = -cos х No hay. 


зеп х 


- = 2; 3n/2 
I- gx 4.cosx=0 n/23n/ 


CAPÍTULO 4. Funciones trigonométricas 


p d Explicaciones de temas de años anteriores que pueden ser | 
d [d pe C 0 [ d [ útiles para resolver algunas actividades de este capítulo. 


Circunferencia trigonométrica 


La circunferencia trigonométrica es una circunferencia de radio 
igual a uno, con su centro en el origen (0; 0) de un sistema de 
coordenadas cartesianas. 

Los 4 cuadrantes se numeran en sentido antihorario, comenzando 
por el formado por los semiejes positivos. 


Ángulo orientado 


Se llama ángulo orientado, al ángulo generado por la rotación de la semirrecta ox. Por convención, 
un ángulo es positivo si el giro es en sentido antihorario, y negativo si el giro es en sentido horario. 


ángulo de rotación positivo ángulo de rotación negativo 
lado terminal 


lado inicial 


lado inicial 


lado terminal 
Medida de los ángulos 
• La medida de los ángulos ubicados en una circunferencia trigonométrica se suele expresar en radianes. 
* Equivalencias entre el sistema sexagesimal y el sistema circular: 
180° = п radianes 


• Cuando un ángulo se expresa en radianes, en general la palabra se omite. 


Razones trigonométricas definidas en la circunferencia trigonométrica 


A partir del ángulo о ubicado en una circunferencia trigonométrica, se definen las razones 
trigonométricas del siguiente modo: 


4 Autoevaluación 


Marquen la opción correcta 


O Im = [-3; 3] O Im = (+1; 1] 
Охғл OF 
OR СЕ 


ORE. С) No tiene. 


O sen?x+cos?x ()2.ѕепх.соѕх 
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37. ¿Cuál de las siguientes funciones tienen amplitud А = 6 y período T = 10n? 


O х) = 6.sen (5х) С) (х) = 6.ѕеп (10х) f(x) = 10.ѕеп(бх) С) (х) = 6.sen (Ex) 


38. ¿Cuál es la imagen de la función f(x) = 3.cos (x + r) - 2? 


69) Im = [=5; 1] Om =[-1,5] 


39. ¿Cuál es el resultado de la ecuación tg x - sen? x = cos? x si x є [п; 211]? 


5 
Окт Ox= Ë 


до. ¿Cuál es el dominio de validez de la función f(x) = arcsen x? 


OC1;1) OR- (+1, 1) 


41. ¿Cuáles son las raíces x e [0; п] de la función f(x) = 2.cos (2х) + 1? 


4T п 2m 
Оз Отуз 


42. ¿Cuál es el gráfico de la función f(x) = -sen х? 


43. ¿Cuál es la expresión equivalente a cos (2x)? 


(9 cos? x - sen?x  ()-2.Senx.cosx 


Límites 


Concepto intuitivo de límite 


El concepto de límite en la vida cotidiana se asocia a la idea de “acercarse” tanto como se quiera a algo, 

o bien, analizar "hasta dónde” es posible llegar cuando algo crece o decrece tanto como se pretenda. 

En matemática el concepto de límite está íntimamente relacionado con las propiedades de densidad y 
continuidad del conjunto de los números reales (R). 

Decir que el conjunto de los números reales es denso implica que entre dos números reales siempre existe 
otro número real, y que es continuo significa que a cada punto de la recta numérica le corresponde un único 
número real y recíprocamente. 

Algunos ejemplos pueden servir para construir el concepto de límite. 


• Si pensamos en una hoja de papel cuadrada de 1 т? de área y le quitamos la mitad, nos quedará 
un rectángulo de 5 m°. Si ahora а la mitad le quitamos la mitad, la nueva figura tendrá un área de 
A m? y así sucesivamente de manera indefinida. Siempre quedará un poco de papel que se puede 


continuar cortando. Si ahora sumamos todos los pedacitos de papel que se han ido quitando, po- 
T Е Ж! 1 


demos escribir: > tota? =1 
Entonces es posible concluir que el límite de la suma de los 1/4 
n pedacitos será 1. 1/2 
P 1/16 
e Teniendo en cuenta la sucesión de término general д? podemos 1/8 
11/82 


preguntarnos qué sucederá a medida que n toma valores cada vez 


más grandes; hacemos una tabla: 


1 0,035 
п тосе | 00003 
П 0,03 


Podemos concluir que para valores de п cada 0,025 
vez más grandes, los valores que toma la 0,02 
sucesión se aproximan cada vez más a 0, es 0,015 
decir, tienden a 0. бя 
0,005 

0,0025 

0,0004 


5 10 15 20 25 30 35 40 45 50n 


Áreas dinámicas [Matemática y Administración] 


En Administración se utilizan los límites, por ejemplo, para encontrar el menor costo posible en la producción 
de una empresa y así generar una mayor ganancia. 


АрАр 


90 


23. Concepto intuitivo de límite 


Test de comprensión 
1. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. ¿A qué valor tiende la sucesión de término general — La ¿Y la de término general 1 + 2? Tiende a cero. Tiende a 2. 
b. ¿Cuál es el límite de la sucesión que representa el а de un polígono де п lados kane en una circunferencia 
de radio 1 cm? n 
¿Qué sucede con los términos de la sucesión (—1)" cuando n crece? ¿Cuál es el límite? Son 1 y -1. No existe 


С. ¿ ( ) f 5 Š : 


2. Indiquen el límite de cada una de las siguientes sucesiones, cuando sea posible. 


ay. c. 0,1; 0,11; 0111; 0,1111... 07 
М) 2п 
b. 1 =! дү] 


3. Determinen, si existe, el límite de cada una de las siguientes sucesiones a partir de su gráfica. En caso 
de que exista el límite, propongan una sucesión cuyo límite sea el indicado. 


0 10 20 30 10 80 n 
Límite: 0 Límite: 1 Límite: No existe 


Sucesión propuesta: 1/n Sucesión propuesta: 1+1/п Sucesión propuesta: (-1)" 


4. Resuelvan la siguiente situación y completen la tabla. 

En un laboratorio se utilizan soluciones de sal en agua; dependiendo de su uso, será la concentración 
necesaria. Si se cuenta con 1 kg de sal, se irá agregando agua para obtener las diferentes soluciones. 
Completen la tabla de las diferentes soluciones acuosas de sal, EA los litros de agua que se agreguen. 


Concentración de Beo 0,005 
en agua (kg/litro) | 


a. ¿Qué sucede con la concentración de sal en agua a medida que la cantidad de litros de agua agregada 
aumenta? 


Га concentración disminuye. 


b. Para alguna cantidad de agua agregada, ¿la concentración de la solución es cero? 


jua agregada. 


c. Realicen un gráfico de la situación de la 
concentración de la solución en función de 
la cantidad de litros agregados a la sal. 


CAPÍTULO 5. Límites 


Límite de una función 


Para “acercarse” a un número real es posible hacerlo con valores próximos, pero mayores, es decir, por derecha 


o bien, con valores menores, esto es por izquierda. 
х?-4 
x-2 


Sea la función f(x) = 


con dominio 0,= Ж - {2}, es posible cuestionarse qué sucederá con los 


valores de la función cuando x tome valores cercanos a x = 2. 


Se realiza una tabla para determinar qué sucede analiticamente: 


x se "acerca" a 2 por izquierda 


AAA 
' 
| 


N 


f(x) se "acerca" a 4 por izquierda 


09) 


(con valores menores) 


xse "acerca" a 2 por derecha 


—— = ===a,—<=== 


== === ============: 


f(x) se "acerca" a 4 por derecha 
(con valores mayores) 


Para graficar la función, se factoriza la expresión y se la simplifica: 


_ х?-4 _ (x—- 2)(x + 2) 
Кх) = u атте. 


En el gráfico es posible observar el comporta- 
miento de la función cuando x tiende al valor 2, 
matemáticamente: 
“el límite de la función f(x) cuando x tiende a 
2es4” 

j . x-4 
En símbolos: lim —— = 4 

жел y= 2 

En general, cuando una función definida en un do- 
minio que incluya o no al valor x = a, es posible 
decir que el límite de f(x) cuando x tiende al va- 
lor a es L eR, siempre que |f(x) - L| toma valores 
tan pequeños como se quiera, mientras que |x - al 
también lo hace. 
En símbolos: 


= f(x) = x + 2 con D,=R- {2} 


valores mayores) 


f(x) se acerca a 4 (con |: 


f(x) se acerca a 4 (con | 


valores menores) 


x se acerca a 2 porlizquierda 


x se acerca a 2 por derecha 


lim. {(х) =L <= f(x) - L| es lo suficientemente pequeño cuando |x - al también es pequeño, es decir, 


"x tiende al valor a". 


Es importante notar que la existencia del límite de la función cuando "x tiende al valor a" no depende de la existencia 
de la función en ese valor, es decir, la función debe estar definida en un entorno de x = a, pero podría suceder que: 


1. f(a) no exista 
2. lim. f(x) + f(a) 


Una condición importante para que el límite cuando "х 
tienda al valor a" exista, es que “lateralmente” la función 
tienda al mismo valor. Estos límites reciben el nombre de 
"límites laterales”. Simbólicamente: 

lim. f(x) =L => lim (х) = lim, f(x) =L 


Límite por izquierda Límite por derecha 


y 2. Existe el límite 


Ка) = L 
1. Existe el límite ya) 


y f(a) no existe 


ACTIVIDADES 


24. Límite de una función 


ApAp 


02 


Test de comprensión 
5. Respondan y expliquen las respuestas. 
L-i 


a. ¿Es posible calcular el límite de f(x) = ET cuando x tiende a -1? ¿Cuál es el valor? Sí, el valor es -2. 
b. ¿Cuál es el límite de f(x) = x? — 1 cuando x tiende a 2? El límite es 7. 
с. ¿Es correcto afirmar que si f(a) = L, entonces lim. f(x) = L? No, el límite puede tener otro valor que no sea el valor de la 


función en x = a. 


6. Escriban V (verdadero) o F (falso), según corresponda. Expliquen las respuestas. 


a. lim, f(x) = 4 у 
b. lim, f(x) = No existe porque no existe f(2) F 
c. lim, f(x) =2 у 
d. lim, f(x) = 4 F 
e. lim, f(x) = 2 F 


7. Grafiquen la función en sus carpetas y completen lo pedido en cada caso. 
И БЫ a 
` x-2 six>2 


b. f(x) = x +1six<1 
` -x+3six>1 


0 іт 6) = im, 16) = im f09 = 


8. Indiquen, cuando sea posible, el valor de cada uno de los siguientes límites. 


а. lim x?-5= - 
x>2 


b. lim, tg (x)= 


с. lim cos (х-л) = 1 
хэл 


а. lim, cos (1-х) = 1 


9. Tengan en cuenta la siguiente función e indiquen el valor de Б рага que exista el lim, f(x). 
f(x) = x+b six<3 
Xx =4six>3 


b=2 


CAPÍTULO 5. Límites 


Propiedades de los límites 


Existencia del límite 


Si el límite de una función f(x) cuando "х tiende al valor а" existe y es finito, este valor finito debe ser único. 
Es decir: 


Si lim. f(x) =L, eRy lim, f(x) =L,eR=>L,=L, 


Propiedades de los límites finitos 


Sean las funciones f(x) y g(x), tales que lim. Қх) =L y lim. g(x) = L, y sea k eR, se cumplen las siguientes 
propiedades: 


Propiedades Ejemplo 
lim k=k Ит 4=4 
lim, [К. f(x)] = К. lim f(x) lim, [4 . x°] = 4. lim, x° = 4.9 = 36 
lim, [(х) + glo] = lim f(x) + lim g(x) = L, + L, lim, (х? + logx) = lim, x° + lim logx=1+0=1 
lim, [f(x) = о(х) = im f(x) – lim 960) = L, = L, lim, [sen (x) — 3*] = lim, sen (x) – lim 3* = 0 - 1 = -1 
lim, [f(x) . 9(х)] = йт. f(x) . lim 90) = L, - L, lim, let”. Vx] = lim, e* >. lim, Vx=1.2=2 
lim e 1, 00 ab соп, #0 li 2 _ m” _ 1 d 
<a gx) lim о(х) L, 2 cl a lim (0—3) -3773 
lim, Hog = llim f(x] = (LD conL>0yneR lim, (=2x)? = (=2) = -8 
lim [(х)]%® = [limf = (L) con L, >0yL,eR ¡ Е к= [и Е ЕЕ aL 
im, fal = [im f) = (L) ,>0yL, lim (3 —x)*= [lim (3-х) = (41 = 7 


Ingresen a puerto.pub/proplim * para mirar un video 
acerca de las propiedades de los límites finitos. 

* Enlace acortado de https: //www.you- 
tube.com/watch?v=_DINeRolDpE 


АСТУШАПЕ5 __ С“ 


25. Propiedades de los límites 


Test de comprensión 
10. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. Si el límite de una función en un punto existe, ¿puede tomar más de un valor? ¿por qué? 


b. ¿Es correcto que lim, [k.£09] = К. lim, f(x) siendo k una constante? sí. 
ApAp с. Si lim, х) =4y lim, g(x) = -2, ¿el valor del lim, [2. f(x) — g(x)] = 6? No, el valor es 10. 


a. No; si el límite existe, el valor debe ser único. 


11. Resuelvan los siguientes límites aplicando propiedades. 


a. lim 0- 2х+1) = 9 a lim, (2x- 1} == з 
b. lim (x.logx)= 202 ~ &lim |cos(x- x). sen >] = -1 

mi e PENA: 
c. lim, 1+ух 1 £. lim, 0-2 A a 


12. Observen el gráfico у calculen los límites indicados en cada caso aplicando propiedades. 


Q4 caPíTuLOS. Límites 


Límites infinitos 
> SABERES DINÁMICOS 


Algunas funciones toman valores cada vez mayores o menores conforme x tienda a un valor determinado. 


Por ejemplo, se analiza el comportamiento de la función f(x) = -5 con D,=R- {1} cuando x tiende a 1. 


x tiende a 1 por izquierda x tiende a 1 por derecha 


' > | 099 ||» | 1 |i шш 


m 


f(x) toma valores cada vez menores f(x) toma valores cada vez mayores 
lim _ f(x) = -œ lim, f(x) = +оо 
Gráficamente, 


Utilizando el límite como una herramienta, también es posible analizar el comportamiento de la función 
cuando x toma valores muy grandes en valor absoluto. 


Para la función anterior sería: 


X=>+00 


! 1 А AN 
lim CD 0 Cuando x toma valores cada vez mayores, el denominador de la expresión toma 
+00 
valores cada vez mayores y el cociente toma valores cada vez más próximos a 0. 


Т І Ж 
lim ED 0 Cuando x toma valores cada vez menores, el denominador de la expresión toma 
x>-00 00 
valores cada vez mayores (en valor absoluto) y el cociente toma valores cada 
vez más próximos a 0. 


100 -0,009 -0,6009 -0,60009 -0,600009 


PONE: EPE 
En general, lim x-1 0 


Propiedades de los límites infinitos 
Si lim, f(x) = +00, se cumplen las siguientes propiedades: 
1. 0. lim f(x) = 0 3. К. lim f(x) = +00 si k > 0 


2. llim. f(x)]|"= +оо siempre que n > 0 4. k.lim f(x) = -co si k < 0 
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26. Límites infinitos 


Test de comprensión 
13. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. ¿Cuál es el límite de la función f(x) = +, cuando x tiende a cero? El límite tiende a 00. 
b. ¿Cuál es el límite de la función f(x) = е“, cuando x tiende a +oo?, ¿y cuando x tiende a 00? Tiende a oo, tiende a 0. 


ApAp с. ¿Cuál es el límite de la función f(x) = In x, cuando x tiende a 0 por derecha? ¿y cuando x tiende a +00? 
Cuando x tiende a 0 por derecha el límite es —оо, cuando x tiende a +оо la función tiende infinito. 


өө 


Traco | 14. Reúnanse еп grupos y completen los cuadros a partir del gráfico де cada una de las siguientes 
funciones; luego, escriban la regla general. 


En general, | En general, 


sea f(x) = а" ; sea f(x) = log, x 


b. lim 242. lim ZH - 

` x>22X- 4 28 е. x>0 X = 

с. lim _In (1 - x) = о flim 3*=_0 
x>1 x=+00 


Lean atentamente y resuelvan. 

En un experimento biológico, la población de una colonia de bacterias (en millones) después de t días viene dada por: P(t) = Гү 
a. ¿Cuál es la población inicial de la colonia de bacterias? 0,4 millones de bacterias. 

b. ¿Cuál es el comportamiento de la población conforme los días que transcurren? ¿Crece indefinidamente el número de bacterias, 0 
tiende a un cierto valor? Analicen con sus compañeros cómo es posible determinarlo. 2 millones de bacterias. 


00  capíruLoS. Límites 


Temas 23 - 24 - 25 - 26 


15. Completen la tabla con el límite pedido según 
cada sucesión. 


16. Tengan en cuenta la función y completen lo 
pedido. Luego, realicen su gráfico. 


у) а 
x+3x>-1 
a. f(-1) = с. lim f) = 
b. lim f(x) = d. lim, f(x) = No existe 


17. Completen lo pedido a partir del gráfico de cada 
una de las siguientes funciones. 


18. Unan con flechas cada uno de los límites con 
su valor correspondiente. 


a. lim, (3x + 2) = .1 
b. lim, 7 — K = . 0 
n 00 8 


x>0 COS (x — X) 
d. lim, (e= 1) "9 = 
х= 


19. Resuelvan los siguientes límites aplicando 
propiedades, cuando sea posible. 


a. lim CS) =3 


cos (x) 
В im 1- ѕеп (х) ` 


c. lim, log, (2х) + vx?+ 9] = 8 
d. lim, (2-х) =? 


20. Tengan en cuenta el gráfico y calculen lo pedido. 


21. Completen las tablas con el valor de cada 
límite, cuando sea posible. 


a. 


98 


22. Hallen el valor de lim, f(x) en cada caso. 
a. lim, fx) +2] =9 5 
f(x) 8 _ 
blim 27 = 10 18 


23. Escriban V (verdadero) o F (falso), según 
corresponda, sabiendo que lim „х ) = —oo y que 
lim ga ) = +00. 


а. lim [2 - f(x) = -co 
b. lim, –0(х) = 


F 
ү 
с. lim [f(x [f(x)]? = +оо ү 


а. lim [0(х) - 


f(x)] = +оо ү 


24. Encuentren el valor de т eR рага que los 
límites, cuando x tienda al valor indicado de la 
función partida f(x), existan. 

a. lim _ (mx + 3) = lim, ¿(2x- 5) т= -6 
р 1 +2 т= 8 


c. lim _ 2™ = іт, log, (S= 


b. lim, (х2 = т) = lim 


Хх) m=1 


25. Calculen los siguientes límites. 


des MEET 

is lim, Xx=3 к. 
1\-х _ 

ыы ее 

c. lim _ In (2 - x) =-% 
2 _ 

de lim тх 7? 

e. lim. „С - 2е*) = 

£ lim 422 2х+3 = 0 

x>0 X 
g. lim log (3 - 2x) = 


26. Escriban siempre, a veces o nunca, según 
corresponda. Ejemplifiquen en cada caso. 


a. Si existe f(a), entonces existe lim f(x). A veces. 


b. Si los límites laterales de f(x), cuando x — a, 
tienen el mismo valor, entonces existe lim, 00). 


с. Aunque no exista f(a), puede existir el lim f(x. 


d. A pesar de que los límites laterales de f(x), 
cuando x > a, no coincidan en valor, el lim f(x) 

x>a 
puede existir. b. Siempre. с. A veces. d. Nunca. 


27. Escriban la letra correspondiente en cada 
gráfico, según las condiciones pedidas. 


a. f(1) no existe A lim, f(x) = 3 
b. f(1) = 
c. Í(1) = 


3 Alim, f(x) no existe 
2 Alim f(x) =1 


28. Observen los gráficos y completen con los 
límites pedidos en cada caso. 


29. Tengan en cuenta la función y determinen los 
valores de a eR y b e R para que existan los límites 
lim, f(x) y lim, f(x). 


-bx six<-1 
f(x) =} x? +ax = exe 2 
-bx+a six>2 


a=6;b=-5 


CAPÍTULO 5. Límites 


Indeterminaciones del tipo 0/0 


En matemática algunas operaciones no están definidas, como el cociente de una expresión con denominador 
nulo, la radicación de índice par de radicando negativo y la logaritmación de argumento negativo o cero; por 
ese motivo se las denomina indefiniciones. 

Durante el cálculo de límites suelen aparecer este tipo de expresiones, pero también otras denominadas 


indeterminaciones. Las indeterminaciones son siete y sus expresiones son: ту; — 00 = 00; 0. 00; 1%; 0°; 00°. 


En una indeterminación algebraica no es posible determinar el resultado, aunque es posible resolverlas 
utilizando algunas herramientas algebraicas durante el cálculo del límite. 


Para recordar pág. 109 


Indeterminación del tipo 0/0 
Қх) _ 


4 н -0> lim “99-9 
Silim f(x) = 0 л lim g(x) = 0 = lim, gx) 0 
x? -1 lim, x’ -1 


a. lim = 7 
x21 x-1 lim, x-1 


0 
== Para poder resolver, se debe 
factorizar el numerador. 


a м. маъ 
x-1 хэ] 


b. lim == s> Para poder resolver, se racionaliza el numerador. 


Vx-2 Ух+2 lim MEA 
х-4 X-4 `үх+2 x-4(x- 4)(x+ 2) 
йт (ыы. E st 

х4 (х- ANVx +2) 4 x+2 4 


El resultado de algunas indeterminaciones puede utilizarse para resolver otras, a partir de lim, 
realizando una tabla de valores para explorar qué sucede en un entorno de x = 0. 


senx 
X 


0,9983341665 0,9983341665 
0,9999833334 0,9999833334 
0,9999998333 0,9999998333 
Valores menores que x = 0 Valores mayores que x = 0 
Se puede concluir que: іт 2 = 1. 


ip ije >.» X 
También es válido el resultado si: lim = 1 
х>0 sen 


Utilizando este resultado, es posible calcular otras indeterminaciones similares. 
йй sen (2x) zim 2. seh (2х) 


x>0 X x>0 


sen (2x) 


2.x =2.1=2 


= іт 2. lim 
хэ0 x>0 


ADT Sur 


27. Indeterminaciones del tipo 0/0 


Test de comprensión 
зо. Respondan y expliquen las respuestas. 

a. El límite lim — ¿presenta indeterminación del tipo 0/0? No, el límite es 0. 

b. A partir del к lim, == = 1, ¿es posible resolver el lim, ч 949 Sí. tg (x) por sen (x)/cos (x) y con la propiedad, 
ApAp с. Si lim КЕ 0, siendo Ph x A Q(x) dos polinomios, ¿x = a es una т común a ambos polinomios? Enuncien 


una estrategia para poder salvar este tipo de indeterminaciones. Sí. Factorizar ambos polinomios, simplificar y resolver. 


31. Indiquen con una X cuáles de los siguientes límites presentan indeterminaciones del tipo 0/0. 


lim ХХ 2 _ im “*+2х-9 _ 
a 2x+4 i = K = X б 
| х=] 
P: Шит 5 а. lim, RX 


Comu | 32. Calculen. Luego, comparen con un compañero y acuerden cuál es el límite correcto en cada caso. 


х-2 Ух - ү5 _ 
а. lim a 4102 d. lim, 530 2:10 15/20 
=з _ (2+х)? 
b. lim, ж x-3 E e. lim дад 5 
lim ы £ lim ^ 
c. liM ag 102 -lim т = 144 


" РОС š А sen x 
33. Resuelvan los siguientes límites, teniendo en cuenta que lim, le 1. 


‚ $еп(2х) _ tg (6х) _ 
® lim, х 2% q lim, sen (3x) ` 2 

. Senx+4x.cosx _ cos (3x). sen (5x) _ 
da lim, 2х - — i y lim, sen х Е 
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Indeterminaciones del tipo оо /оо 


Este tipo de indeterminaciones surge en el cálculo de límites de algunas funciones racionales. 
silim f(x) = оо літ go) = 00 > іт 6% -2 
X— 00 x= 00 x= 00 g(x) 00 
Si las funciones f(x) y g(x) son polinomios, para “salvar” este tipo de indeterminación la estrategia consiste en 
sacar factor común x" tanto en el polinomio del numerador como en el del denominador, siendo n el mayor de 
los grados entre ambos polinomios. De esa manera se simplifica la expresión lo máximo que se pueda y se 
aplican las propiedades del límite. 


1. El grado del polinomio del numerador es igual que el grado del polinomio del denominador. 


1 
4х3 +х-1 2 x x _ 4 
—— = lim х =li = = 2 
хзо 2х3 + x2 — 2 бера xo 9412 2 
x: x: 


5 4 z) jia 
im E Et p е Proti о y 
xo xI+x-1 ` O xo 14110 
x x x x х x 


3. El grado del polinomio del numerador es menor que el grado del polinomio del denominador. 


aft 2 2) 1,24 
li X E2XIA y du Ит еж 0 
х0 3 7 оо 3 2 ШЫР 1 ш 
че xa + =) It 


En forma general: 


coef. ppal de P(x) 


Si el grado P(x) = grado Q(x) =L= “coef. ppal de Q(x) 


lim об) = Si el grado Р(х) > grado О(х) = оо 


Si el grado Р(х) < grado О(х) = 0 


Ingresen еп puerto.pub/inf* para mirar un video explica- 
tivo acerca de las indeterminaciones del tipo oo /co. 
“Enlace acortado de https: //youtu.be/RERF3EXziSE 
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28. Indeterminaciones del tipo со /oo 


Test de comprensión 
34. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. Dados los polinomios Р(х) = (x° + 1).(x = 1)?. (2x° + 1) y Q(x) = х°. (3x? + 1), ¿cuánto vale el im 02 ¿Yel 
lim = a. 2/3 y 3/2. b. Tiende a infinito. Vale cero. 
b. Dados los polinomios Р(х) = (x*+ 1).(x+ 2)? y Q(x) = х? (5 + 2x), ¿cuánto vale el lim. о ¿Y el lim „э T 
с. Si el grado de Р(х) es 3 y el grado de Q(x) es n, ¿cuáles son los valores de n, tales que el resultado del іт 00) 


АрАр sea un número diferente de сего, сего о tienda a infinito? п = 3 (límite = 0), п > 3 (límite = 0), п < 3 (límite = оо). 


Comu 35. Resuelvan los límites. Luego, comparen con ип compañero у acuerden cuál es el límite correcto en 
cada caso. Tengan en cuenta los grados del numerador y del denominador. 


ms im AR 
> x>% 2x* 0 ls x20 2X3+ X za 
i . 3x? = x + 4x 
b. lim 7 = 4 £ lim DH x 
lim 3х“ + 2х _ lim XFX _ б 
a DEEA = J- у 5X +X- X 
.  X5+3x+2x? . (x° + 1) 
L Tacna “Шш e 


36. Determinen los valores de a en cada caso para que se verifiquen las igualdades. 
_ Зх + ахі + 4х2 _ 
m xx — 6 b. lim, axt-4 7 2 


а= 12 а= +3 


(Dinámica 


Lean atentamente y resuelvan. 
Е А. ‚= eX +] 
a. Encuentren, si existe, un polinomio P(x) tal que lim, P 7 б. 
b. El polinomio P(x) ¿es único? £ polinomio P(x) no es único, basta con que sea de grado 5 y tenga por coeficiente principal a 1/2. 
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Continuidad de una función en un punto. Discontinuidades 


p. SABERES DINÁMICOS 


Una función f(x) es continua en x = a si y solo si se cumplen las siguientes condiciones: 
1. La función está definida en x = a, es decir: 3 f(a) = x= a e D (x). 
2. Existe el límite de la función cuando x tiende al valor a, es decir: З lim. f) = => lim _ f(x) = lim, f(x) =L 


3. El valor que toma la función en x = a debe coincidir con el valor del límite de la función cuando x > a, es decir: 
lim. f(x) = f(a) 
e Una función es continua en un intervalo incluido en el dominio de la función, si es continua en todo x pertene- 
ciente a dicho intervalo. 
° Si al menos una de las tres condiciones de continuidad en x = a no se cumple, la función NO es continua en 
х = a, es decir, la función presenta una discontinuidad en x = a. 
e Gráficamente, una discontinuidad es una interrupción en el gráfico de la función. ПР 
3 significa existe. 


Я significa no existe. 


Clasificación de discontinuidades 


m~~ DISCONTINUIDAD — 


EVITABLE ESENCIAL 
Existe el límite, pudiendo estar o no definida en No existe el límite de la función en el punto. Es 
el punto, o bien que, a pesar de estar definida no posible que en el punto los límites laterales de la 
coincida con el valor del límite. Se puede redefinir la función no coincidan, o bien, el límite no tome un 
función para que sea continua, asignándole el valor valor finito. 


del límite a la función en ese punto. 


A B 


Discontinuidad evitable 

La función f(x) presenta una discontinuidad evitable en x = a 
si existe el lim. f(x), pero o no coincide con el valor de f(a), o 
simplemente no existe f(a). En símbolos: 

З lim f(x) pero = f(a) (gráfico A) o bien, 

+ lim f(x) # f(a) (gráfico B) 


y Existe el límite y 
Ка) # L 


Existe el límite y 
f(a) no existe 


с = 


Discontinuidad esencial 
La función f(x) presenta una discontinuidad esencial en x = a, cuando 
= lim. f(x). Dentro de las posibilidades puede darse que: 
e Exista el límite por la derecha y por la izquierda cuando x > a, pero no coinciden; se 
la llama de salto finito, es decir: 
lim _ f(x) = L, y lim f(x) = L, pero L, # L, 


e Alguno de los límites laterales (o ambos) es infinito; se la denomina de salto 
infinito, es decir: 
lim _ f(x) = 00 0 lim, f(x) = oo (o ambos) 


ГЕП KI 


20. Continuidad de una función en un punto. Discontinuidades 


Test de comprensión 
37. Respondan y expliquen las respuestas. 


a. ¿Qué tipo de discontinuidad presenta la función f(x) = en x = 1? ¿Puede redefinirse? Esencial de salto inf. No. 


1 
x-1 
x2- 
b. ¿Qué tipo de discontinuidad presenta la función f(x) = — х1 en x = 1? ¿Puede redefinirse? Evitable. Sí, f(1) = 2 


АрАр с. ¿Es correcto afirmar que toda función definida por tramos es discontinua en el valor de la partición? 
No, una función partida puede ser continua en todo su dominio. ) 


38. Observen el gráfico de la función f(x) y clasifiquen las discontinuidades que presenta en x = -3 y en 
x = 0. Expliquen su respuesta. 


Discontinuidad en x = -3 


Es di А fini э À 
-diferentes valores. 


Discontinuidad en x = 0 


га сего, pero la función no está definida en el punto. 


39. Grafiquen cada una de las siguientes funciones y clasifiquen las discontinuidades en los puntos 
indicados en cada caso. 


= u E ЕЕ 
а. f(x) = 3 enx=2 с. f(x) = | X 151Х<1 enx=1 
2x+1six>1 
Discontinua esencial de salto finito en x = 1. 


HHH; AHH 


Discontinua esencial de salto infinito. 


ш 
Н-4555 00000 0 O O 
=] 
b. f enx=-1 enx=1 xej 
(0) =T y df) [er sixs0 enx=0 
Discontinua esencial de salto infinito en x = -1 x+1six>0 
Discontinua evitable en x = 1 [f(1) = 1/2]. La función es continua en x = 0. 


ы sen x SAN ! е . ү 
Expresen la función f(x) = W como una función definida por tramos, analicen la continuidad en x = Ü y realicen el gráfico en 


sus carpetas. Discontinua esencial de salto finito en x = 0. 
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Asíntotas 
> SABERES DINÁMICOS 


Una asíntota de la función f(x) es una recta tal que la distancia entre el gráfico de la función y la recta tiende 
a ser cero cuando x tiende a un valor determinado o a infinito. Por ser una recta, una función puede presentar 
tres tipos de asíntotas. 


ни АЅЇМТОТА ov] 
VERTICAL HORIZONTAL OBLICUA 


y Y M 


La recta х =a es asíntota vertical La recta y = bes asíntota horizontal La recta y = mx + b es asíntota 
de f(x), si se cumple: de f(x), si se cumple: oblicua de f(x), si se cumple que 
lim f(x) = oo lim f(x) = b no tiene asíntota horizontal y el 
Д аа grado del polinomio del numerador 
supera en uno al del denominador. 
Los valores de m y b se calculan a 


artir de: 
шш 160. yb= lim. [f69- тх 
x>o X X— o 
Ejemplos: 
e La función f(x) = = = presenta dos аѕіпіоіаѕ, una vertical y otra horizontal: 
. 2x+1 _ Ў А 8 ] 
lim, же “е 3 es asintota vertical. | 
6 | 
¿ ; ! f 
lim 21 = = 2 = у = 2 es asintota horizontal. у=2 4 i м 
Asíntota horizontal | 
AS ЕЕ е аас 


2 
e La función g(x) = 7а presenta dos аѕіпіоіаѕ, 


А ; Пе =з 
una vertical, pero no horizontal: 2 ! Asíntota vertical 
1 
. 2 , . 
lim = oo = x = 1 es asintota vertical. 
x21 x— 1 
Е X , š 
lim тген g(x) no posee asintota horizontal. 
x=>00 => 


Como el grado del polinomio del numerador supera en uno 
al grado del denominador, se calcula la asintota oblicua: 


х? 


š x= á X? 
т = Шт ————=lim ——=1=>m=1 
хэ 00 x x 


x>0 x2= 


E Хх 
im ——=1 


х? —x(x-1) =] 
-1 x20 x-1 


b=lim (2G-1.x)= lim, 


1 
=>b=1 


x=1 
Asíntota vertical 


Entonces la recta y = х + 1 es asíntota oblicua. 
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ГЕО Sima 


Test de comprensión 

до. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. ¿Puede existir una función racional que no posea asíntota vertical? Ejemplifiquen. Sí, por ejemplo f(x) = х/(х2+ 1). 
b. Una función racional con grado del numerador menor al del denominador, ¿puede no tener ninguna asíntota? 


АрАр с. Si una función racional tiene asíntota oblicua, ¿puede además tener asíntota horizontal? 
b. No, al menos presentan asíntota horizontal. c. No, porque ambas se calculan haciendo tender x a infinito. 


41. Escriban la letra del ítem de la función que corresponde a cada gráfico. 


x-1 х? 2x? 


а.) = 2 b.10) -—— с.) = 327 


42. Completen el cuadro соп lo pedido. 


Función Asíntota vertical Asíntota horizontal Asíntota oblicua 


No tiene. 


No tiene. 


No tiene. No tiene. 


y=0 


No tiene. 
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ración final 


Inte 


43. Calculen los siguientes límites con 
indeterminación del tipo 0/0. 


e X= = 
= —— = 94 
a. lim, х - 4 
š х=] 
(5 E 
b. lim 22 
c mi = сопа > 0 1/(%a) 
lim 
d. x>7 VXT TER dE 
lim Ей 
° x—3t x-9 
. +? 
£. lim, ON 
xX +x-6 
5/3 
SU 2 i 
. Vl+x- Jl -x 
h.lim 7 1 
X—0 


44. Calculen los siguientes límites con 
indeterminación del tipo 00/00. 


(х2 - х)(х+1) 

i lim x(2x? +x + 3) 

(3х = 1)(2x2+ 1) _ 

+2 š 

208 — 1)(х? + 4) 

ЭХ ЕДО = 1 

(2x4 1) 

q, lim, 4х(х + 5) 

(4х — 1204 = х) 
i A=) 

хо 2X (X+X) 

2x(x + 1)2(8- 1) _ 

g. у (2+2) F 


1/9 

b. lim 
x= 00 

с. lim = 2/3 
x=>00 


= 2 


e. lim = 0 
x= 00 


45. Calculen los siguientes límites utilizando como 
= X 21 


. Sen (0. sen (х) 
а. lim, CE нЕ 

„cos (Зх). ѕеп(х) _ 4/7 
b. lim, 2х т 

. 10(3х). sen (2x) 
Pi lim, 6x? 

х. cos (2х) + sen (2x') 
Im, Ax 


dato que lim, 


= 0 


si 


= 3/4 


46. Calculen los siguientes límites e indiquen el 
tipo de indeterminación, si existe, que presenta 
cada uno. 


tg (2x) 
a lim, sen (4x) ` 


s М y: 
e. lim, E _ >J = 00 

o XT 4-5 
EN E 

. (х8 1) 
g- im, ET) 

. X.sen(4x) 
i: lim, + 3x 
a AS, 
1, lim. 7x( + 1) = 


=0 
= 00 


= 4/3 


47. Escriban V (verdadero) o F (falso), según 
corresponda. Indiquen el valor de cada límite en los 
casos falsos. 


| хел). x.senx — 
a. lim, X2 + 2x0 lim, x= e V 
EE 2 x(2x — 5) 
b. lim, х?+х-6б = іт (5х2 + Т)(х = 1) F 
. 19(3х) + х.соѕ(х) _ 2(Х? — 1)(х+1) 
r sa гу г 


48. Determinen el valor de a eR para que se 
verifiquen los resultados en cada caso. 

sen (ax) 

a. lim, ay =3a=9 


ахх? + 1) 
b. liM зу оҳ = 5 a=10 


107 


108 


49. Clasifiquen, si existen, los puntos de 
discontinuidad de las siguientes funciones. 

En caso de que la discontinuidad sea evitable, 
redefinan la función para que sea continua; luego, 
grafíquenlas. 


28. м кү _ 
а. f(x) = ы Disc. ese. de salto infinito en x = -2 
ls 
b. f(x) = " = ; Disc. evitable en x = 2 


с. f(x) = а ZX Disc. esencial de salto infinito en x = -3. 
X= 9 Disc. evitable en x = 3. 


si X > 1 Disc. esen. de salto finito en x = 1 


Sİ X < 2 No presenta discontinuidades 
six>2 


SIX < 0 No presenta discontinuidades 
ѕіх> 0 


six< -1 
si lx] < 1 


= six> 1 

Disc. esen. de salto finito en x = -1 
50. Determinen el valor de a eR, en cada caso, 
para que la función f(x) sea continua en todo su 
dominio. 


а. f(x от six<1 
За + In (x) 


six>1 a=-1/2 
a [23а sixs1 
-3a+5 six>1 a=1 


51. Determinen el valor de a eR y b R, en cada 
caso, para que la función f(x) sea continua en todo 
su dominio. 


a. 3x- a six<1 
f(x)={2x2+bx+a  siT<x<2 
3x +1 six>22 a=1:b=-1 
b. =x2+bx=1  six<1 
х) =13x-a sil<x<2 
2* + log, X six22 a=1;b=4 


52. Analicen la continuidad de la siguiente función. 
En caso de que existan puntos de discontinuidad, 
indíquenlos. 


Disc. esen. de salto finito en x = -3. Disc. evitable en x = 1 


53. Hallen las asíntotas de las siguientes 
funciones y кы grafíquenlas. 


a. f(x) = AV en x = -2; AH en y = 1/2 


eE 


AVenx=3;AHeny=0 


AVenx=-2x=2;AHeny=0 


x83- х 
xX +x-2 
3X- X £ 
х=] 


d. f(x) = AVenx=-2A0eny=x-= 1 


e. f(x) = 


AVenx=1;A0 en y = 3x+2 


54. Escriban V (verdadero) o F (falso), según 
corresponda. Expliquen las respuestas. 


a. Si el lim, f(x) = 4, entonces f(x) es 


continua en x = 4. А 

b. Si f(x) es continua en x = 3 y lim f(x) = 

entonces lim _f(x) = 4 а 
х2 + 

с. Га función f(x) = ст 2 presenta una 

discontinuidad de salto en x = =5. [F] 

d. Si lim, „Ңх) = lim, _f(x), entonces se 

puede asegurar que la función f(x) es 

continua en x = 3. [E] 

e. La función f(x) = K= il T Presenta una 

discontinuidad de Sol infinitoenx=1. 1. 

f. Si lim,.£0x) = 2 y f(3) = 2, entonces se 

puede afirmar que la función f(x) es 

continua en x = 3. Р 


CAPÍTULO 5. Límites 


p d Explicaciones de temas de años anteriores que pueden ser 
d [d pe C 0 [ d [ útiles para resolver algunas actividades de este capítulo. 


Sucesión 


Una sucesión es un conjunto ordenado de números, uno a continuación del otro. Se denomina término a 
cada uno de los elementos de una sucesión. El término general a, (término enésimo) es la expresión de 
un término cualquiera de la sucesión en función del lugar que ocupa. 

La sucesión a, = n + 1 está formada por los siguientes elementos 2; 3; 4; ...; n + 1. 


Factorización de un polinomio 


Factorizar un polinomio implica encontrar todas sus raíces reales, para ello se utilizan los casos de 
factoreo y el teorema de Gauss. 


* Factor común: se denomina factor común de todos los términos de un polinomio a la expresión común 
en todos ellos. 
А = 6X = 2 (K + 2x = 3) 


* Diferencia de cuadrados: es la diferencia de un binomio de dos cuadrados perfectos. 
еде (хе) (x 2) 


* Teorema de Gauss: permite conocer las posibles raíces racionales de un polinomio de coeficientes 
enteros y término independiente no nulo. Las posibles raíces serán de la forma г siendo “р” un divisor 


“п 


del término independinete y “q” un divisor del coeficinete principal. 
Si el polinomio es cuadrático, es posible hallar sus raíces aplicando la fórmula resolvente para ecuaciones 


cuadráticas. 
- Zb tV b? - Дас 
2a 


ax? + bx+c=0= X. 


Función valor absoluto 
El valor absoluto de un número real x se define como: 


=x six<0 
f(x) = |x| = : 
0 = X six>0 
Cuando una función presenta en su definición alguna expresión con valor absoluto, debe expresarse 
como una función definida por tramos: 


1 СА six<0 
Xt == 
їо) == a 


x six>0 
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Autoevaluación PPP 


Marquen la opción correcta 
55. Si lim f(x) = Зу lim, g(x) = -2, ¿cuál es el valor del lim, 2f(x) + gx)? 
(6) 2 O 242 (O No es posible calcular. 


56. Observen el gráfico y respondan: ¿cuál de estos límites es falso? 


Q lim f(x) = -1 O lim f(x) = -2 


x>-27 


Glim f(x) = -1 Olim f(x) =1 


; ои | В 
57. ¿Qué condición se cumple si el valor del límite lim, s = 0? 


| 


QO El grado de Q(x) es mayor que el grado de P(x). 
С) El grado de Q(x) es menor que el grado de Р(х). 


С) El grado de Q(x) es igual que el grado де P(x). 


58. ¿Cuáles deben ser los valores de t eR para que la función sea continua en todo su dominio? 
(к) = +4 six<t 


2x2+3six>t 
@ — & Сеа (O Ninguna de las anteriores. 
3 2 
59. Dada la función f(x) = — А 
а. ¿Cuál es su asíntota vertical? 
аў СЕ О0)х=1 С) Ninguna de las anteriores. 
b. ¿Cuál es su asíntota oblicua? 
Oy=x (Oy =x+1 Oy=x-1 С) Ninguna de las anteriores. 


60. Dado el siguiente gráfico. 


a. ¿En qué valor de x presenta una discontinuidad evitable? 
СЕА (©х=0 (С х=? 
b. ¿En qué valor de x presenta una discontinuidad de salto finito? 


60 x=-2 Ox=0 Dos 


c. ¿En qué valor de x presenta una discontinuidad de salto infinito? 
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Derivadas 


Concepto de derivada 


Dados dos puntos р, = (х,; у.) ур, = (Xz; у„), pertenecientes а 

una función f(x) continua en el intervalo real [x,; x,|, se denomina 
incremento de x o Ax a la variación que experimenta la variable 
independiente x al pasar de x, (abscisa inicial) a x, (abscisa final): 
Ax = X, — Х|. 

Del mismo modo, la variable dependiente y (correspondiente 

а cada abscisa) experimenta otra variación Ay = y, — y, 
denominada incremento de y. 


S (secante) 


Derivada de una función f(x) = 
En toda función f(x) continua en el intervalo real [x ; x,], por 

los puntos р, = (X; y,) y p, = (х„; y,) se puede trazar una recta 
secante a f(x) cuya pendiente es: f(x.) = 


_ Ау f(x) – f(x) _ f(x + Ax) – f(x) 
me 7 Ах 


XX 


Para recordar pág. 135 


A medida que el punto p, se mueve a lo largo de la curva representativa de f(x) aproximándose al punto p, (consi- 
derado fijo), las pendientes de las rectas secantes que pasan por esos puntos van cambiando. Esto se debe 
a que Ax va disminuyendo cuando p, se acerca a p}. 


Para el caso extremo en el que p, tiende a p,, la recta secante tiende 
a ser una recta tangente. 
En este caso, si existe, la pendiente de la recta tangente es: 


melin х. + Ax) – f(x) 
Ax— 0 Ax 


El límite del cociente incremental 25 cuando Ax tiende a cero, recibe el nombre de derivada de una función 
f(x) y se simboliza f'(x). Si este límite existe, se dice que la función es derivable o admite derivada. 


{(х + Ax) – (ха) 
>0 АХ А-0 Ax 
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Concepto de derivada 


Interpretación geométrica de la derivada 
La derivada de f(x) cuando x = x, es igual a la pendiente de la recta tangente a la función en el punto de 


abscisa x.. 
255 ma ДОК #ЙХ)=](Х) _.,. 3(x + Ax)? — Зх? _ Р 3х2 + бхйх + 34x? - Зх? _ 
Јо) 38 J (x) < lim, Ах 7 lim, Ax lim, Ax 
2 
= lim оя їт ANOK E A е бх + lim ЗАХ = бх + 0 = бх 
Ax— 0 Ax Ax=>0 Ax x= 0 Ax— 0 


f'(x) = бх permite calcular la pendiente de la recta tangente a f(x) = Зх? en el punto de abscisa x,. 
Six, = 1, la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto de abscisa 1 es f '(4) = 6.1 = 6. 
Six, = -2, la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto de abscisa -2 es f (2) = -12. 


Áreas dinámicas [Matemática y Física] 


La velocidad media de un móvil que se desplaza con ecuación de posición en v (t) = Ar _ r(t+ At) -r 
función del tiempo dada por r(t), se define como el cociente entre e] desplaza- il e А 
miento Ar realizado por un móvil en un intervalo de tiempo At. 


La velocidad instantánea de un móvil es el límite de la velocidad media cuando 
At tiende a cero, es decir, es la derivada de la posición respecto al tiempo. 


ACTIVIDADES НН“ 


31. Concepto de derivada 


Test de comprensión 
1. Respondan y expliquen las respuestas. 
s a Ax 
a. ¿Es cierto que para calcular la pendiente de una recta secante a una curva debe hallarse w 
b. ¿Cómo debe ser Ax si se quiere hallar la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto? 


ApAp| c. ¿Cuántos puntos en común, como mínimo, tiene una recta tangente a una curva? Un punto en común. 
a. No, para hallar la pendiente debe calcularse Ay/Ax. b. Para poder hallar la pendiente Ax debe tender a cero. 4 


véi) w lim. r(t+ E =) - ri) 


2. Encuentren la pendiente de la recta secante a cada una de las funciones en los puntos indicados en 
cada caso y grafiquen en sus carpetas la situación. 


a. f(x) = Х2; X = 1; х, = 3 с. f(x) = |х|; x, = –1; х, = 1 
_m=4 m=0 
b. f(x) = (x - 1} +2; x, = 2; х, = -1 а. f(x) = 2*1 enx, = 0; х, = 2 


=- m=3/4 


3. Encuentren el valor de la derivada de cada función en el punto indicado. 


a. f(x) =4x+2enx, = 3 c. f(x) = (x-1) enx, = 2 
£(3)=4 £(2) =3 

b. f(x) = x2- len x, = -1 а. х) = Vx+Tenx,=0 
f(=1)=-2 £(0)=1/2 


112 — capíruLo 6. Derivadas 


Derivación de funciones elementales 


> SABERES DINÁMICOS 


Para hallar la derivada de una función en un punto se debe aplicar la definición de derivada y resolver el límite 
resultante. Si la definición se plantea en un punto genérico, se halla la derivada de la función. 
Aplicando entonces la definición a algunas funciones es posible generar la siguiente tabla. 


Función f(x) Derivada f'(x) Ejemplo 


f(x) = k con k eR | Р(х) = 0 Sif(9=4=>f'b9)=0 
Sif0)=x= 09 =1 
Si Jo = => (у) = b xt 


E f'(x) =n.xn-1 
f Si) = Vx = х2 => Р(х) = З = — 
f(x) = sen х f'(x) = cosx Si f(x) = sen x = f'(x) = cosx 
к) = cos x f'(x) = -sen x Si f(x) = cos x = f'(x) = -sen x 
0) = 2*= f 0 = 2 In 2 
=a f'(x) = a*.l 
f(x) =a*cona>0 (х) =а*.1па а= e pasqa 
В ы 1 
Кх) = log, x f(x) = 1 log, e u ad = аде 


51 Кх) = Іпх = }(х) = А .log e = pr 


Reglas de derivación 


Regla de derivación Lenguaje simbólico 
De una constante por una función Si f(x) =k.g0) = (х) = k. g'(x) 
De la suma algebraica de funciones Si s(x) = f(x) + а(х) = s'(x) = f'(x) + g'(x) 
Del producto de funciones Si p(x) = f(x). а(х) = р'(х) =F'00.80) + Кх). 2'6) 
Del cociente de funciones siwo) = 299 > w) = 00:80 - 00.810) 


8(x) [860]? 


Hallen la derivada de las siguientes funciones: 


а. f(x) = 4sen x + & = f'(x) = (4 sen x)' + (ех)' = f'(x) =4c0s x + e* 


b. f6) = а > f(x) = (x?)' cos x —x° (cos x)' _2хсоѕх- x° (Esen x) рб) = 


(GO x)? cos? X 
Derivadas sucesivas de una función 
Como ya se ha mencionado, siempre que sea posible hallar la derivada de una función f(x), lo que se obtiene 
es otra función que se simboliza f'(x) y se denomina derivada de f(x). Si a esta nueva función se la vuelve 
a derivar, lo que se obtiene es otra función que será la derivada de la función derivada de f(x). A esta nueva 
función se la denomina derivada segunda de f(x) o de segundo orden y se simboliza f”(x). Si este proceso se 
aplica sucesivamente, se obtendrán las derivadas de orden superior de la función f(x). 


2x cos x + x?sen x 
cos? x 


Hallen la derivada de cuarto orden de la función f(x) = х? + sen x. 
Р (x) = 3x2 + cos x = f"(x) = 6x — sen x = f"'(x) = 6 — cos x = f" (x) = sen x 
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32. Derivación de funciones elementales 


Test de comprensión 

4. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. ¿Es cierto que la derivada de f(x) = e*. sen x es f'(x) = e*.cos x? Мо, debe aplicarse correctamente Іа regla del producto. 
b. ¿Cuál es la derivada de la función f(x) = S/X ? La derivada es Р(х) = 1/(3 МӘ) 

с. ¿Hasta qué orden es posible derivar un polinomio de grado п sin que su derivada sea nula? Hasta el orden п. 


ApAp 


5. Hallen la derivada de cada una de las siguientes funciones. 


а. f(x) = 4 с. f(x) = xè- Inx 
f(x) = In 4 £(x)=3x2=1/x 

b. f(x) = cosx + x d. f(x) = Ух + senx 
f(x) = =senx+1 f'(x) = 1/(2/x) + cos x 


PenCrit | б. Indiquen el valor de a en cada caso a partir de la expresión de f'(x). 


a. La derivada de la función f(x) = ax? es f'(x) = 4x si: 


-a=1| | <а=2 х .a=4 


b. La derivada de la función g(x) = log, x es g'(x) = 1 si: 


"ате “a=10| | dia 


c. La derivada de la función h(x) = a cosx es h'(x) = -senx si: 


а=-1 .a=0 «*a=l|x 


а. La derivada de la función i(x) = ax? es i'(x) = -9x? si: 
.а= -9 а= 3 га ЕЗ 


7. Hallen la derivada de cada una de las siguientes funciones. 


a. f(x) = 2х5 + In x а. f(x) = х + үх - х 

f(x) = 10 хе + 1/х f(x) = 3х2 + 1/(2Мх) — 1 

b. f(x) = x2. 2 e. f(x) = 52 

(х) =2x2:+x22* |n 2 f(x) = ( cos x – 2x sen x)/x* 

с. f(x) = 6senx - 8cosx £. f(x) = cosx + Vx? - log x 
f(x) = 6cos (x) + 8sen (x) f(x) = -sen х + 2/3 Vx -1/x log e 
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32. Derivación de funciones elementales 


8. Unan con flechas cada una de las funciones con su correspondiente derivada. 


а. f(x) = tgx *« gx. Sec x 

b. f(x) = secx * cosec?x 

c. f(x) = соѕесх © sec?x 

d. f(x) = cotg x * —cotgx. cosec x 


9. Determinen el valor de la pendiente de la recta tangente a la gráfica de cada una de las siguientes 
funciones en el punto indicado. 


a. f(x) = 2senx - 4cosx 7 


(2/2) = 4 


b. f(x) = х2.ехепх = 1 


£(1) = Зе 


с. f(x) = 2 Vx + хЗепх= 1 


£(1) = 13/4 


а. f(x) = -Lenx=3 


Г(1/2) = 16 


PenCrit | 10. Escriban \/ (verdadero) o F (falso), según corresponda. Expliquen las respuestas. 


a. La recta tangente al gráfico de la función f(x) = Inx tiene pendiente nula cuando x = 1. Ё 


b. La recta tangente al gráfico de la función f(x) = -2.senx + 3.соѕх es creciente en x = x. ү 


с. La derivada de una función lineal se corresponde con el valor de su pendiente para todo valor de x. у 


d. La derivada del producto de dos funciones es equivalente al producto de las derivadas de esas 
funciones. F 
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32. Derivación de funciones elementales 


11. Completen la tabla con la derivada del orden pedido en cada caso, siempre que sea posible. 


Función Orden de la derivada sucesiva 


12. Lean atentamente. Luego, planteen y resuelvan. 


Nm 


f'(x) = -1/х2 — sen x 


| ii 


P 


f(x) = е — 240x 


Nm 


f'(x) = -2.sen x - x COS x 


Р(х) = (2.Inx- Зу 


- P 
TS / 
Г 


En física la derivada de la ecuación de posición en función del tiempo, dada por x(t) de un cuerpo, permi- 
te hallar su velocidad instantánea en función del tiempo, es decir, x'(t) = v(t). Además, se conoce que la 
derivada de la velocidad v'(t), es decir, la derivada segunda de la posición x"(t), permite hallar la ecuación 
de aceleración en función del tiempo. 


Si la ecuación de posición en función del tiempo para un móvil que se mueve en línea recta viene dada por: 
m m 

x(t) = 2 J t?-3 ytt 3m donde x se expresa en metros y t, en segundos, calculen. 

a. La posición inicial del objeto. 


x(0)=3m 


b. La velocidad inicial con la que comenzó el movimiento. 


v(0) = -3m/s 


c. La velocidad luego de haber transcurridos 10 segundos de comenzar el movimiento. 


v(10) = 37 m/s 


d. El valor de su aceleración a los 5 segundos. 
а(5) = 2 m/s? — 2 
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Derivación de funciones compuestas 


> SABERES DINÁMICOS 


Sean dos funciones y = f(u) y u = g(x), se define la composición entre las funciones f(u) y g(x) como: 

y = flg(x)]. Y se simboliza y = (fo g)(x). 

La composición de funciones puede ser interpretada como una función y = f(u) cuya variable es otra función 
u = g(x); de esta manera si se quiere hallar la derivada de la función compuesta у = (f o g)(x) = f[g(x)|, se aplica 
la regla de derivación en cadena, que consiste en: 


у' = [(f o g)(x)]' = flg(x)] . g'%) 


Así, aplicar la regla de la cadena, consiste en derivar la función f(u) y multiplicarla por la derivada de la función u. 


a. Sea la función y = sen (х? + 1), donde и = x° + 1 л f(u) = sen (u), aplicando la regla de la cadena la 
derivada de la función compuesta y es: 

у' = (ѕепи)'. и = y' = cos (u). и'= y' = cos (х? + 1). 2х 

b. Sea la función у = (e* — 2)?, donde u = е*— 2 л f(u) = иЗ, aplicando la regla de la cadena la deriva- 
da de la función compuesta y es: 

y' = (и3)'. и = y' = 3и?2.и = у'= 3(e*- 2).e* 

с. Sea la función у = Іп (cos х), donde и = cos x л f(u) = Inu, aplicando la regla de la cadena Іа deri- 
vada de la función compuesta y es: 


y'= (Inu)'.u'=y'= L payas 2 .ѕепх 
и cosx 


Debe tenerse en cuenta que cuando se deriva una función simple, también se aplica la regla de la cadena, por 
ejemplo, si se quiere aplicar la regla en la derivada de la función y = cos x, la función u = x, y como la derivada es 1, 
la regla se vería aplicada de la siguiente manera: 


Sea la función y = cosx, donde и = x л f(u) = со и, aplicando la regla de la cadena, la derivada de la 
función compuesta y es: у' = (соѕи)'. и = у' = -sen u. u' = y'= -senx.1 


Por esta razón, es importante notar que la aplicación de la regla de la cadena es indispensable cuando se quiere 
determinar la derivada de una función compuesta. 


Ingresen en puerto.pub/dericade * para mirar un video 
donde se explican ejemplos del uso de la regla de la cadena 
para derivar funciones compuestas. 


*Enlace acortado de https: //www.youtube.com/watch?2v=m_5-WS9Nd68 
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ATNIDADES Ki 


33. Derivación de funciones compuestas 


Test de comprensión 

13. Respondan y expliquen las respuestas. 

a. ¿Es correcto afirmar que la derivada de la función f(x) = In (x? + 2x — 1) puede realizarse sin la aplicación de la 
regla de la cadena? No, porque es una función compuesta. 

b. Sea la función у = (sen x)‘, ¿su derivada es у = 4(cos x)°? No, la derivada es y' = 4.(sen x)*.cos (х) 

c. Teniendo en cuenta la regla de la cadena, ¿cuál es la derivada de la función у = sen [In (х2)]? y = cos [п ()1.1/2 .2x 


ApAp 


14. Hallen la función compuesta y = (fo g)(x) en cada caso. 


a. f(x) = In (x) a g(x) =4+3 c. f(x) = х2 a g(x) = cos x 
у= ln (x4+3) y = cos? x 
b. f(x) = sen (x) a g(x) = Vx а. f(x) = ел g(x) = +1 


= | 
AA f a S US 


15. Calculen la derivada de cada una de las siguientes funciones aplicando la regla de la cadena. 


3x 
a х) = V + ex d. 0) = 5 
Р(х) = 1/(2 Ve + e°) (2x + е) Р(х) = [e% (Зх = 2)]/xé 
b. f(x) = x . sen? (5x) e. f(x) = cos (2 - x) + In2 
c. f(x) = e“. cos x £. f(x) = x4. In (x2 + 4) 
f'(x) = е (3х2 cos x = sen x) F) = Ах? In (x2 + 4) + (2x5)/(x2 + 4) 


16. Escriban V (verdadero) o F (falso), según corresponda. Expliquen las respuestas. 


a. La derivada de la función у = cos?x es igual a la de la función y = cos (x?). F 
b. La derivada de la función y = In (sen x) es y' = 1. cosx. F 
c. La recta tangente a la gráfica de la función y = Vin (x?+1) en el punto x = 2 es creciente. у 
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Recta tangente y recta normal 
> SABERES DINÁMICOS | 


Recta tangente al gráfico de una función en un punto 


La interpretación geométrica de la derivada de una función f(x) en un punto 
[х„; f(x;)] está asociada al valor de la pendiente de la recta tangente a la gráfica 
de la función en х,. Es decir, т, = Р(х). 

La expresión de la recta tangente al gráfico de f(x) en x, es entonces: 


у=) — x) + f(x) 


Recta tangente 
y =mx+b 
m=f(x,) 


Recta normal al gráfico de una función en un punto 


La recta normal al gráfico de una curva f(x) en el punto [x ; f(x,)] es la recta 
perpendicular a la recta tangente definida en ese mismo punto. Teniendo en 
cuenta la relación que existe entre las pendientes de ү rectas perpendicu- 
lares, la pendiente de la recta normal es: M ormai = ку: 

La ecuación de la recta normal al gráfico de f(x) епх = x, es: 


Y normal = . (х = Xo) + f(x.) 


Recta 
normal 


Para encontrar las ecuaciones de la recta tangente y la 
recta normal al gráfico de una función f(x) en [x ; f(x] 
se pueden seguir los siguientes pasos: 


Dada la función f(x) = x? — 1, encuentren la ecuación 
de la recta tangente y de la recta normal a su gráfica 


en x, = -L 
Pasos Ejemplo 
1. Encontrar la derivada de la función | La derivada de la función es f'(x) = 3x?, 
f(x) y evaluarla en el punto х,. Entonces f'(-1) = 3(-1)? = 3. 


2. Buscar el valor que toma la fun- 


ción en x, es decir, hallar f(x). En x =-1, la función vale f(-1) = -2. 
3. Calcular los valores de las pen- 


dientes de las rectas tangente y 


Я 1 
normal, respectivamente. Pendiente Ge irea пота“ MAA a 


Pendiente de la recta tangente Mi = }(-1) = 3 


Recta tangente 


4. Teniendo en cuenta las expresiones | Y, = 3/x= (—1)] + (22) = 3(x + 1) - 2 => y,¿=3x + 1 
de las rectas tangente y normal, se | 
expresan sus ecuaciones. Recta norma 


_ 1 17 
Viana?” ЗРО (-1)] + (-2) = 0-2 =y 3X73 


normal == 3 
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34. Recta tangente y recta normal 


Test de comprensión 
17. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. Si la derivada de una función en x, es f'(x,) = 0, ¿cómo es su recta tangente? Horizontal; es decir, una constante. 


b. Si la ecuación de la recta tangente a la función f(x) = x(x= 1) en x= 2 es y = Зх - 4, ¿la ecuación de la recta 
normal de la función en x = 2 es y = == — 4? No, la recta normal es у = -1/3x + 8/3. 
АрАр с. Si la ecuación de la recta normal a la gráfica de f(x) en x = 1 es y = 1х7 1, ¿es cierto que #(1) = 4? No, es -4. 


18. Completen la siguiente tabla con lo pedido, luego grafiquen en sus carpetas la curva con las rectas 
tangentes y normales en un mismo sistema de ejes coordenados. 


Función Recta normal en x, 


у= -1/2x- 1/2 


PenCrit | 19. Escriban V (verdadero) о F (falso), según corresponda. Expliquen las respuestas en sus carpetas. 


a. La ecuación de la recta tangente al gráfico de la función f(x) = In(x+ 3) епх = -2 еѕу=х+ 2. Y 
b. Si la recta tangente al gráfico de la función f(x) en x = 3 es y = 2х - 1, ы. Г(З)=-2. Е 
с. Si la ecuación de la recta normal al gráfico de la función f(x) en x = 0 es y = 2х + 1, entonces 

el punto (0; 1) pertenece al gráfico de la función. у 
а. La recta tangente en x = -1 de la función f(x) = e**! — 3x es paralela a la recta de ecuación 

у= -2x+ 1. F 


20. Hallen lo pedido en cada caso. Luego, realicen el gráfico en sus carpetas. 


a. Las ecuaciones de las rectas tangente y normal al gráfico de la función f(x) = x? - x en x = -1. 


— Recta tangente у = -3x - 1 
— Recta normal y = 1/3x + 7/3 
b. Las ecuaciones de las rectas tangente y normal al gráfico de la función f(x) = In (2x - 5) en x = 3. 


— Recta tangente у = 2x- 6 


Recta normal y = -1/2x + 3/2 


21. Marquen la opción correcta en cada caso. 


a. La ecuación de la recta normal al gráfico de la función f(x) = x° - 3x en x= 2 es: 


*у=-х+2 ey=Xx+2 "у= хіх | у= -х+1 у= -х+1 
Ъ. La ecuación de la recta tangente al gráfico de la función f(x) =Lenx= -1 es: 
-y=-2x+5 -y=2x+5 "у= 3+5 | +y=2x+3 x] y=-2x+3 
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6 Temas 31 - 32 - 33 - 34 


100 = 2 = 
fix) = 


Sen X — COS X 


f(x) = mx + b 


fix) = ax? 


23. Hallen la derivada de cada una de las 
siguientes funciones aplicando la definición de 


derivada. 
a. f(x) = 2x2- x (х) =4х-1 
b. f(x) = х? + 2х (х) = 3⁄2 + 2 
c. f(x) = 5x- 1 yes 
d. f(x) = 4Ух x) = 2 
е.) = + БЕ". 
Ё х) =(х=1)%*®3 т) = 2х-2 


24. Completen la tabla con la derivada de cada 
una de las siguientes funciones aplicando reglas 
de derivación. 


Función 


Reglas 


Función Е 
aplicadas 


derivada 


Derivada de 
la suma 


= -sen(x) + 2 


Кх) = cos (х) + 2x | 


Derivada de la 
diferencia 


100 = 2e – In x 


f'(x) = 2e*- 1/х 


Derivada del 
producto 


f'(x) = 3x?sen (х) + 
xĉcos (x) 


f(x) = xi. sen (x) 


Derivada del 
cociente 


22. Completen la tabla con lo pedido en cada caso. 


25. Unan con flechas el valor de cada una de 
las derivadas de las siguientes funciones en los 
puntos ш 


26. Hallen la derivada de cada una de las 
siguientes funciones compuestas. 


a. f(x) = cos (3x + de f(x) = =sen (3x + Х2).(3 + 2x) 
b. 0) еен 10 
с. f(x) = In [sen (Х2)] г(х) 

а. f(x) = а fe) = 

e. f(x) = Vcosx 


£. f(x) = cos [In (x*)] 


e (дек) 

= 1/[sen (х2)] . cos (x?) . 2x 
4.8 + 29)2.(3x2 + 2 In 2) 
Р(х) = -1/3.(cos (x)) 22.sen (х) 
f'(x) = —sen [In(x2)] . 4/x 


27. Completen con la derivada de cada función del 
orden pedido en cada caso. 


Derivada sucesiva 


"09 ) = —4sen (2х) – соѕ (х 


Función 


"(x) = ех (х? + 9x2 + 18x + 6) 


"(9 = sen (х) +e 


f(x) = senx + e 


28. Encuentren para cada una de las siguientes 
funciones los valores de las pendientes de las 
rectas tangente y normal en cada uno de los 
puntos indicados. 


a. f(x) = In n (2 - 3) en x, = 2 m, = 4 m, = —1/4 

b. f(x) = sen (2х) + cos (x) en x= Ж m, = -3;m, = 1⁄3 
{ _ 2х+1 _ 2 

е. == enx = 4 m= =т= 

d. f(x) = е -1 х2 епх = 1 mi = 5;m = -1/5 

e. f(x) = (xt _ 2x en X, =1 m, =ý; m, = -1/6 
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29. Escriban V (verdadero) о F (falso), según 
corresponda. Expliquen las respuestas. 


a. La recta tangente al gráfico de la función 
f(x) = In (sen x) en x = qe paralela al eje 
de abscisas. V 


b.La ecuación de la recta normal al gráfico de 
f(x) = 2e:7?-x2enx=3 €s y, = 7x + 5. F 


c. La ecuación de la recta tangente al gráfico 


de f(x) = => en х = 0 es perpendicular a la 


recta de ecuación 4x + y = 3. V 


30. Completen la tabla con la ecuación de la 
recta tangente al gráfico de la función en el punto 
indicado en cada caso. 


Punto 
X 


=-2 


Función 
К) = хё+ 3-5 
f(x) = cos (2х) — sen x 


SL 
= 12 


0= Jx - 2 
100 = x.In (x + 3) 


Recta tangente 


y = -3/4x- 11/4 


y = 1/4х + 1/2 


31. Completen la tabla con la ecuación de la recta 
normal al gráfico de la función en el punto indicado 
en cada caso. 


Recta normal 
у= -1/8 х + 33/8 


Punto 


Función 
№) = 5x?— 2x +1 
Кх) = (x – 1). e 


y = -4/3 x- 11/6 


100 = 2. sen (x) + cos (2x) y=-1/2x+1 


Кх) = In (х — 3) 


y=1/4x+1/2 


32. Hallen lo pedido en cada caso. 
a. La ecuación de la recta tangente a f(x) en x = 1, 
sabiendo que f'(1) = 3 y que f(1) = 2. y=3x-1 


b. La ecuación de la recta normal a f(x) en x= -2, 
sabiendo que la ecuación de la tangente en ese 
punto es y = Ex =. Ya 


33. Completen los espacios vacíos con los valores 
correctos en cada caso. 


a. La recta tangente а f(x) = х? - Зх es paralela a 


la recta y = -3x + 1 en el punto ZE 


b. La recta tangente a f(x) = x.e* es paralela al 


eje de abscisas si x=1 | 


2 
c. La recta normal a f(x) = 7 es perpendicular 
a la recta y = =3x+1en los puntos x=1 y 


аео: 


а. La recta tangente а f(x) = x° (x + 1) es paralela a 
la recta y = x - 2 en los puntos x=-1 y 
x=1/3 | 


34. Escriban V (verdadero) o F (falso), según 
corresponda. Expliquen las respuestas. 


a. Si la ecuación de la recta tangente a una fun- 
ción en x= a es y = Зх + 1, se puede asegurar 
que la ecuación de la recta normal es 

== | 

= -2Х+1. Е 
= 


b. Si la recta tangente a una función es paralela 
al eje de abscisas, la recta normal lo será 
al eje de ordenadas. 


c. La ecuación de la recta normal al gráfico 


de f(x) = х2 Vx en x= 1 еву=®х+=. 


d. La recta tangente a f(x) = senx — 3. cos x 
епх= 0еѕу= -х - 3. 


e. La función f(x) = х? – 3х2 + 2х + 2 presenta 
dos rectas tangentes paralelas a la recta 
y=11x-1. 


35. Planteen y resuelvan lo pedido en cada caso. 


a. El valor de a para que la recta tangente al gráfico 
de la función f(x) = е). хепе! punto x = 1 sea 
paralela a la recta -3x +y - 1 = 0. a=2 


b. El valor de m si la ecuación de la recta normal 
al gráfico de f(x) = mx? - 4x + 12 en x = 8 es 
paralela la recta 8y +x- 8 = 0. m=3/4 


c. Los valores de b y с si la recta tangente a 
f(x) = 2+ рх+сепх= 2 еѕу= -х+ 14. 
р = -5;с= 18 
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Extremos relativos 


Una función es creciente en un intervalo I si, para todo par de valores x, y x, del intervalo se cumple: 
six, < x, = f(x.) < f(x) 

Es decir, al aumentar el valor de la variable independiente siempre aumenta el valor de la función. 

De forma análoga, una función es decreciente en un intervalo l si, para todo par de valores x, y x, del 
intervalo, se cumple: si x, < x, = f(x.) > f(x.) 
Es decir, al aumentar el valor de la variable in- 
dependiente siempre disminuye el valor de la 


£ 


Rectas tangentes con pendientes 


ха k Rectas tangentes con pendientes 
unción. positivas, crecientes 5 


negativas, decrecientes 


Una forma de analizar el crecimiento y decre- ни bo нв oreciente La función es decreciente 
cimiento de una función en un intervalo (a; b) | 

es hacerlo a través de los valores que toman 
las pendientes de las rectas tangentes en los 
puntos de dicho intervalo. Así, cuando las rec- 
tas tangentes sean crecientes, sus pendientes 
serán positivas y la función será creciente al 
igual que sus rectas tangentes. Cuando las rectas tangentes sean decrecientes, sus pendientes serán nega- 
tivas y la función será decreciente, al igual que sus rectas tangentes. Como la pendiente de la recta tangente 
al gráfico de una función es el valor que toma la derivada de la función en dicho valor, entonces: 


si f'(x) > 0 Vx e (a; b) = f(x) es creciente en (a;b) si f'(x) < 0 Vx e (a; b) = f(x) es decreciente en (а; b) 


Puntos críticos de una función Para recordar pág. 135 


Una función presenta un punto crítico en x = a e D; si no existe f'(a) o si f'(a) = 0. 


Extremos relativos Máximo 


relativo 
Una función alcanza un máximo relativo en x, si el valor de 
su derivada cambia de positivo a negativo en x,, es decir, 
es creciente a izquierda de x, y decreciente a derecha. 

Una función alcanza un mínimo relativo en x, si el valor de 
su derivada cambia de negativo a positivo en x,, es decir, 
es decreciente a izquierda de x, y creciente a derecha. 


Mínimo 
relativo 


(-оо; xı) X, (к; X.) x (xz; +оо) 


го Festivo | o | negaiva | 0 | Postna 
ПШ crece | Méx | сете | Min 


La función es 
creciente 
; Кү 7 en todo su 
Algunas funciones pueden presentar un punto crítico y, sin embargo, no dominio 
alcanzar ni un máximo ni un mínimo en ese punto. Es decir, el signo de su 


derivada no cambia a izquierda y a derecha del punto crítico. 


ГЕТО Si 


35. Extremos relativos 


Test de comprensión 
36. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. Si una función presenta un extremo relativo en x = a, ¿siempre se cumple que f'(a) = 0? No. f'(a) puede que no exista. 
b. ¿Es cierto que si f'(a) no existe, la función tiene un extremo relativo en x = a? No. 
ApAp c. ¿Es cierto que todo punto crítico de una función es un extremo relativo de la función? ¿Qué condición debe 
cumplirse para asegurarlo? No. Debe cambiar el signo de la derivada de la función a izquierda y derecha del valor. 


37. Completen la tabla con lo pedido. 


Función Intervalos de crecimiento Intervalos de decrecimiento 


No tiene. 


Mínimos: No tiene. 


K 
| Máximos: (0; -1) 


Mínimos: No tiene. 


Mínimos: No tiene. 


Traco | 39. Reúnanse con un compañero y hallen los máximos y mínimos, si existen, de cada función. 
Realicen un gráfico aproximado de cada una de ellas. 


а. f(x) = ех. (х – 1) Б. 100 = = йя? 
r n (0; +00); дес HEW ri El 1; +оо); decr: ШЙ 


Mínimo relativo еп (0; —1) 


LM 
jaa ps pe 
ГЇШ ЕШ ШЕ МШЕ ЕЕ 


ГТ И Г 
ЕШШ ПЕ Ж БИШ 
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Concavidad 


Una función f(x) es cóncava hacia arriba o cóncava positiva en un intervalo, cuando las rectas tangentes al 
gráfico de la función se ubican por debajo de su gráfica. 

En forma análoga, f(x) es cóncava hacia abajo o cóncava negativa, cuando las rectas tangentes a su gráfica 
se disponen por encima de su gráfico. 

Los mínimos relativos de f(x) se encuentran en los intervalos donde f(x) es cóncava hacia arriba; teniendo 
en cuenta esto se puede concluir que los valores de las pendientes de sus rectas tangentes aumentan, por lo 
tanto, f'(x) crece; por ese motivo f"(x) es positiva en dicho intervalo. 

Los máximos relativos de f(x) se encuentran en los intervalos donde f(x) es cóncava hacia abajo; teniendo 
esto en cuenta se puede concluir que los valores de las pendientes de sus rectas tangentes disminuyen, por 
lo tanto, f'(x) decrece; por ese motivo f”(x) es negativa en dicho intervalo. En resumen: 


Sif"(x) > 0 Vx e (a; b) = f(x) es cóncava hacia arriba en (а; b) 
Sif"(x) < 0 Vx e (a; b) = f(x) es cóncava hacia abajo en (a; b) 


Puntos de inflexión 


Una función f(x) presenta un punto de inflexión en x = a e D; si la función cambia su concavidad en x = a. 
Los valores del dominio de una función que son posibles puntos de inflexión son aquellos en los que se cum- 
ple alguna de estas situaciones: 
f"(a) = 0 v f"(a) no existe 
Hallen, si existen, los puntos de inflexión de f(x) = о - 3x. 
Como f(x) es polinómica, su dominio es D, =R; buscamos su derivada segunda: 
f'(x) = 2x — бх = f"(x) = 6x? - 6 = Dominio de (х) = К 
Los posibles puntos de inflexión de la función se encuentran igualando la derivada segunda q cero, 
yqa que no hay puntos donde la derivada segunda no exista. 
Р(х) = 0 = 6(x2 — 1) = 0 = x = +1 posibles puntos de inflexión 
Ahora se analizan los intervalos de positividad y negatividad de la derivada segunda: 


(-oo; -1) -1 (-1; 1) 1 


гоо Posts | с | mega | o 


Cóncava Punto de Cóncava Punto de 
fo) hacia arriba | inflexión | hacia abajo | inflexión 


La funciónles cóncava 
hacia abajp en (-1; 1) 


Positiva 


Cóncava 
hacia arriba 
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36. Concavidad 


Test de comprensión 
ao. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. Si f'(a) = 0, ¿se puede asegurar que x = a es un punto de inflexión de f(x)? No. f'(x) debe cambiar de signo a izq. y der. 
b. Sabiendo que f(x) decrece еп un intervalo, ¿cómo es la concavidad de f(x) en ese intervalo? Cóncava negativa. 
ApAp| œ. Si f'(a) = 0 y x = a es un mínimo relativo de f(x), ¿qué signo tiene f'(x) en x = a? El signo de f'(a) es positivo. 


41. Indiquen cuál o cuáles son los puntos de inflexión de las siguientes funciones. 
a. La función f(x) = x° + 3x? – 4x presenta puntos de inflexión en: 


a 'x=-4 if ] * No tiene. 


b. La función f(x) = = presenta puntos de inflexión en: 
х= 3 x х=й[х | “х= -V/3 x - No tiene. 


с. La función f(x) = x.e™% presenta puntos de inflexión en: 


ex=0 ex=2| | ex=1[ | * No tiene. 


d. La función f(x) = х1. presenta puntos de inflexión en: 


.x=3 x=1| | хе] | * No tiene. х 


42. Completen el cuadro con los intervalos de concavidad de cada una de las siguientes funciones. 


Función Concavidad negativa Concavidad positiva 


( v2/2; ү2/2) 


43. Encuentren los puntos de inflexión y los intervalos de concavidad de las siguientes funciones. Luego, 
realicen un gráfico aproximado de cada una de ellas. 


a. f(x) = x - Зх b. f(x) = x4- 3x3- x+1 


La función es cóncava hacia abajo en (-00; 0) y cóncava hacia Cóncava hacia arriba en (-00; 0) U (3/2; +оо); cóncava hacia abajo 


arriba en (0; +оо). Presenta un punto de inflexión en (0; 0) en (0; 3/2). Los puntos de inflexión son (0;1) y (3/2; -89/16) 


AN] 
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Análisis y gráfico de funciones 


Cuando se quiere realizar un gráfico aproximado de una función es necesario hacer un estudio detallado de 
las características de la función. 
Los pasos que comúnmente se deben seguir son: 


e Hallar su dominio. e Calcular sus extremos relativos. 

e Estudiar su paridad. e Hallar su derivada segunda y los posibles puntos 
+ Hallar las intersecciones, si existen, de la función de inflexión. 

con los ejes coordenados. e Determinar los intervalos de concavidad positiva 
Encontrar las ecuaciones de sus asíntotas. y negativa. 

e Hallar su derivada primera y los puntos críticos йе * Calcular sus puntos de inflexión. 

la función. e Realizar, con la información hallada, un gráfico 

e Determinar los intervalos de crecimiento y aproximado de la función. 


decrecimiento. 

Ejemplo: f(x) = х? — Зх? + 2 

• Dominio de f(x) = R 

° f(x) = f(—x) A f(x) = -f(-x) = (х) No tiene paridad. 

• Ordenada al origen: f(0) = 0 -3.0 + 2 = 2 = f(0) = 2 

e Raíces: f(x) = 0 = х? - 3X? + 2 = 0 =x, = 1; x, = 1 - V3; x, = 1 + V3 = C, = {1; 1 + УЗ; 1- УЗ} 
C-= (-00; 1 – УЗ) U (1; 1 + УЗ); C: = (a - УЗ; 1) U (1 + УЗ; +оо) 

• No posee asíntotas por ser una función polinómica. 

• f'(x) = Зх? — 6x; dominio de f'(x) = R; el único tipo de puntos críticos se encuentra cuando 

Р(х) = 0 = 3x2 — 6x = 0 = x, = 0; x, = 2 puntos críticos 


• Intervalos de crecimiento y decrecimiento: RI 
Dinámica Conecta 


Ingresen en puerto.pub/anfurep * para mirar un video donde 
se explican ejemplos de análisis de funciones y sus represen- 


х) Crece Máximo relativo | Decrece | Mínimo relativo “Enlace acortado de https: //www.youtube.com/watch?v=wmegw72ZHLA 


e La función presenta un máximo relativo en (0; 2) y un mínimo relativo en (2; –2). 


• f(x) = бх – 6; dominio de f"(x) =R, el único tipo de posibles puntos de inflexión se encuentra cuando 
f") = 0 = 6x- 6 = 0 =x, = 1 posible punto de inflexión. 
• Intervalos de concavidad positiva y negativa: e Gráfico aproximado: 


то ашаа ГЫН 


Máximo relativo (0;2) 


f(x) = х3 - 3⁄2 + 2 


f(x) Cóncava hacia abajo | Punto de inflexión 


La función presenta un punto de inflexión en (1; 0). 


Mínimo relativo (2;-2) 
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37. Análisis y gráfico de funciones 


Test de comprensión 
aa. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. ¿Es cierto que el dominio de una función siempre es el conjunto de los números reales? ¿En qué casos debe 
restringirse el dominio de una función? No. Denominador, radicando de una raíz de índice par, argumento de un logaritmo. 
b. Si una función no tiene puntos de inflexión, ¿se puede afirmar que siempre tiene la misma concavidad? No. 
c. ¿Cuál es la cantidad de raíces que puede tener una función? ¿Y ordenadas al origen? ¿Por qué? Infinitas. Una. 


ApAp 


45. Completen la tabla con lo pedido para cada una de las siguientes funciones. 


Función Dominio Ceros Ordenada al origen 


46. Indiquen lo pedido para la siguiente función. Luego, realicen el gráfico. 
f(x) = х? — Зх 


s Dominio: В 


• Paridad: f(x} es impar 
Co: (43,0,43) 

e С* (43; 0) (УЗ; +оо) 

e C7: (-оо; -УЗ) U (0; V3) 


• Asíntotas: No posee por ser polinómica 


• Máximos relativos: (-1; 2) 
+ Mínimos relativos: (1; -2) 


s Crecimiento: (-co; -1) U (1: +оо) 


„ Decrecimiento: (-1; 1) 


• Puntos de inflexión: (0: 0) 


e Concavidad positiva: (0; +оо) 


+ Concavidad negativa: (-co; 0) 
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37. Análisis y gráfico de funciones 


47. Realicen el análisis completo de cada una de las siguientes funciones. Luego, grafiquen cada función. 
2 
a. f(x) = 


224] 
e Dominio: В 


e Paridad: f(x) es par 
«Co 40} 
e Ct: (=co; 0) U (0; +оо) 


== 
i b] 
b 4 


Сте 


+ Asíntotas: Horizontal en y = 1 


„ Máximos relativos: No tiene 


e Mínimos relativos: (0; 0) 


e Crecimiento: (о; +оо) 


• Decrecimiento: (-co; 0) 


e Puntos de inflexión: (-/3/3;1/4) y (3/3; 1/4) 


s Concavidad positiva: (-/3/3; || || 
k EE ESE EER S ES E E Gi PI EBE EE E E 
e Concavidad negativa: (-co; /3/3) U (/3/3; +оо) ШЕ ШШ Ш БИЕП И ЕШ ШШ БЕШИН ШЫ ШШ ШИИ 


b . f(x) = -2 cos (х)еп[-л;л] 

e Dominio: [-z zl] 

T Paridad: f(x) es par 
«Co {=л/2;л/2} 


e C*: [-л;-л/2) U (1/2; n] 


° С: (-л/2; д2) 


e Asíntotas: No tiene. 


e Máximos relativos: (-x 2) y (x; 2) 


• Mínimos relativos: (0; -2) 


„ Crecimiento: (0: х) 


• Decrecimiento: (=л; 0) 


e Puntos de inflexión: (=1/2; 0) y (1/2; 0) 


e Concavidad positiva: (=л/2; 1/2) 


e Concavidad negativa: (=л; -л/2) U (2/2; л) 
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37. Análisis y gráfico de funciones 


48. Realicen el análisis completo de cada una de las siguientes funciones. Luego, grafiquen cada función. 


х?-2х+4 
a. f(x) "TEA 


T Dominio: R- (2) 


HHHH 
* Paridad: No tiene ЕЕЕ 
с: Е Г Т 
° Uo y я МЦ 
Г tl Gss a 

e Ct: (2; оо) A ианииш 
H AAST 

e C7: (=00:2) M mms mas 
| ии ШЕШН ЕШ 

+ Asíntotas: vertical en x = 2; oblicua en y = х М Guss 
u Кы bale 

- Máximos relativos: (0; 2) | HHH 
• Mínimos relativos: (4; 6) п БИШЕ ИЕ 
e Crecimiento: (оо; 0) U (4; +оо) e- Ht 
e Decrecimiento: (0; 2) U (2; 4) ü HHHH 
ОРИ ЕЕЕ E ШЕШЕН 

e Puntos de inflexión: No tiene. ГТ Т 
| И ПЕЦ 

+ Concavidad positiva: (2; +оо) STSI 
| | ЦТО 

+ Concavidad negativa: (=00; 2) TSIT 


2 
b. f(x) = ю-9 
e Dominio: В – {-3;3) 


ЕТТЕ 
e Paridad: f(x) es par Шш || 8 m 


e Co: No tiene. 
e C*: _(=00; =3) U (3; +оо) 
б: (3:3) 


+ Asíntotas: vertical en x = -3 x= 3; horizontal en y = 0 


• Máximos relativos: (0; -2/9) 


• Mínimos relativos: мо tiene. 


• Crecimiento: (-oo; -3) U (-3; 0) 


• Decrecimiento: (0: з) U (з; +оо) 


s Puntos de inflexión: No tiene. 


• Concavidad positiva: (-co; -3) U (3; +оо) 


e Concavidad negativa: (-3; 3) 
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Optimización 


Conocer los valores máximos y mínimos que puede alcanzar una función, cuando se cumplen determinadas 
condiciones, puede ser útil para resolver problemas en los cuales sea necesario optimizar el valor de alguna 
variable. Optimizar una función implica conocer el valor máximo o mínimo para el cual la situación es la más 
favorable dentro de un conjunto de condiciones a cumplir. 

Estas situaciones reciben el nombre de problemas de optimización. 


Para resolver este tipo de situaciones es necesario, generalmente: 

1. Leer el problema e identificar la magnitud o función a optimizar (maximizar o minimizar, según el problema). 
2. Siempre que sea posible, realizar un esquema de la situación e indicar las variables del problema. 

3. Plantear la función a optimizar; en el caso de ser una función que dependa de más de una variable, deberá 
plantearse una relación de vínculo entre ellas. 

4. Despejar de la relación de vínculo o restricción una de las variables y reemplazarla en la función a optimizar. 
5. Encontrar los extremos relativos de la función y determinar el o los valores que optimicen la situación 
planteada inicialmente. 


Se quiere cercar un terreno de forma rectangular de 400 m°. El precio del metro lineal de la cerca es 
de $200. ¿Cuáles serán las dimensiones del terreno que hacen que el costo de cercado sea mínimo? 
Esquema ае la situación: 
Función a optimizar > Costo = 200(2x + 2y) 
Y vínculo > Área = x.y > x.y = 400 
X 


Como la función a optimizar depende de dos variables, del vínculo se despeja una de ellas y se la 
reemplaza en la función a optimizar. 


200 200) 160000 
x 


y=——-== Costo = 200[2 x+ 2. —] > C(x) = 400x + (Función a optimizar) 


Planteada la función a optimizar, se halla su derivada y se procede a encontrar los extremos relativos: 


> C'(x) = 0 > 400 - 250000. 0 > 400 = 160000 > ya = 260000 е = 400 


С'(х) = 400 - 400 


160000 
ж? 


Los puntos críticos son: х = + y400 > х = 20; solo nos sirve el valor positivo, por ser una longitud. 
Para determinar si es un máximo o un mínimo relativo, analizamos el valor que toma la derivada 
segunda en el punto crítico hallado: 


000 = 320900 — — > C"(x) > 0 = x= 20 mes un mínimo. 

Por último, las dimensiones del terreno de 400 m? de área que minimizan el costo del cercado son: 
_ ..,_400m 

x=20miy= 20 =20m 


El terreno que hace que el costo sea menor es un cuadrado de 20 m de lado. 


11 
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38. Optimización 


Test de comprensión 

49. Respondan y expliquen las respuestas. 

a. ¿Cuáles son las dimensiones que debe tener un rectángulo de 100 m de perímetro para que tenga la mayor área 
posible? Las dimensiones son 10 m por 10 m. b. No, con eso se encuentran sus puntos críticos. 

b. Para asegurar que una función alcanza un máximo o un mínimo relativo, ¿basta con hallar las raíces de su derivada? 


c. ¿Qué se debe analizar para afirmar que una función alcanza un extremo en x = a? Analizando si cambia el signo de su 
derivada a izquierda y a derecha del valor al pasar por x = a. O bien, analizando el signo de su derivada segunda en x = a. J 


50. Lean atentamente, planteen y resuelvan los siguientes problemas. 


a. Un granjero dispone de 1000 m de tela metálica para construir un vallado rectangular. Para minimizar 
el costo aprovechará una pared ya existente como un lado del rectángulo. Hallen las dimensiones de la 
cerca para que el área encerrada sea máxima. 


; а Р 250 ту 500 


b. Se quiere construir un depósito abierto en forma de prisma recto de base cuadrada y capacidad de 4 т. 
¿Cuáles deben ser las dimensiones del depósito para que la cantidad de material utilizado sea mínima? 


_ Las dimensiones deben ser de 2 metros el lado del cuadrado de la base y 1 metro de altura. 


c. Hallen dos números enteros, tales que su suma resulte 10 y la resta de uno de ellos menos el inverso 
del otro sea mínima. 


Los números son 11 y -1. 


d. De todos los rectángulos de perímetro 12 cm, hallen el que tiene menor diagonal. 


Es un cuadrado de 3 cm de lado. 


YA 


Un triángulo rectángulo está formado por los semiejes positivos y una recta que pasa por el punto (4; 2). Hallen la ecuación de la recta 
de modo que el área del triángulo sea mínima. 


La recta es y = -1/2x+4 


CAPÍTULO 6. Derivadas 


Integración final 


51. Hallen los extremos relativos de cada una de 54. Escriban V (verdadero) o F (falso), según 
las siguientes funciones. corresponda. Expliquen las respuestas. 
a. f(x) = X? — 6х2 + 9x + 2 máx (1; 6); mín (3; 2) a. Si f'(2) = 0, entonces la función f(x) 


b. f(x) = xš - 5x + 6 máx (1; 10}; mín (1:2) presenta un extremo relativo en x = 2. |F| 
c. fíx)= 2 nit b. Si Р(х) >0,enel intervalo (Fa; a) la o 
5, A función f(x) es creciente en x = 5. y 
d. f(x) = máx (-2; -4); mín (0; 0) => 
х+1 с. Si f'(x) crece en el intervalo (2; 4), la función 
e. f(x) = —2x. e* máx (-1; 2/e) f(x) es cóncava negativa en ese intervalo. p 
£. f(x) = x* = 6x2 + 4 mix (V3; =5); mín 3; =5); máx (0,4) d. Si f'(3) > 0, entonces la función f(x) es 
creciente en el intervalo (2; 4). F 


52. Analicen, a partir del signo de la derivada 
primera, los intervalos de crecimiento y 
decrecimiento de las siguientes funciones. 


е. Si f'(a) = Оу f'(a) > 0, entonces la función __ 
f(x) presenta un mínimo en x = a. у 


£. Si #'(1) < 0, entonces la función f(x) es 


a. f(x) = As (x z 2) decrece (-co; 1); crece (1; +оо) I | | 
cóncava negativa en el intervalo (0; 3). F 


b. f(x) = X3 — 3x? + 2 decrece (0; 2); crece (—оо; 0) U (2; +оо) 


c. f(x) = xt + 2x3 - 3х2 — 4х + 4 55. Indiquen los intervalos de concavidad de las 


а.) = 1 0 decrece R - {2} siguientes funciones. 
Sa a. f(x) = ЗХ — XŠ cóncava+: (—oo; 0); cóncava—: (0; +оо) 
e. f(x) = x +3 dec. (-6; -3) U (-3; 0); crece (co; -6) U (0; +оо) 


o 


i f = 3 +2) 5 А š AA š а 
£. х) = (х — 1).€* decrece (2; +оо); crece (-00; 2) (0 =. (x+ 2) ónos RA 
с. dec (=00; -2) U (1/2; 1); crece Ë -1/2) U E +00) с. f(x) = 2 + 9x? + 60x cón+: (00; 3/2); cón-: (3/2; +00) 


53. Observen los gráficos y completen con lo d. f(x) = sen (2x) en [0; л] сепсе: (л/2; л); сбпс— (0; л/2) 
pedido en cada caso. 


е. f(x) = х?.е* 
£ f(x) = 27 c+: (3/8; 0)U(3/3; +оо); с-: (00; —3/3)U(0; 3V3) 
е. сбп+: (co; 2 - ЧИНГ ЕЛ 
56. Realicen el gráfico de una función que cumpla 
con lo pedido. A cargo del alumno. 


Máximos: (1; 2) - La función f(x) es creciente en los intervalos 
Mínimos: (-1; -2) (=00;=2)у (0; 3). 

Paridad: Impar - Alcanza un máximo relativo en (-2; 4) y otro en 
Crecimiento: (-1; и (3; 6). 


Decrecimiento: (-00;-1) U (1; +оо) =. | 
- Alcanza un mínimo relativo en (0; 0). 


· Tiene puntos de inflexión en los puntos (-1; 2), 
(2; 3) y (5; 2). 


Máximos: (-1; 1) y (1; 1) 
Mínimos: (0; 0) 
Paridad: Par 


Crecimiento: (оо; -1) U (0; 1) 
Decrecimiento: (-1; 0) U (1; +00) 
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57. La figura muestra las gráficas de f(x), f'(x) 
y f"(x). Indiquen cuál corresponde a cada una y 
expliquen por qué. 


a es f(x); b es la derivada у c la derivada segunda. 


58. A partir de la gráfica de la derivada segunda de 
f(x) continua en R, indiquen lo pedido. 


a. Los posibles puntos de inflexión de f(x). 


b. Los intervalos de concavidad positiva y negativa 
de f(x). Cónc +: (1; 4) U (4; 7). Cóne —: (оо; 1) U (7; +оо) 
c. Los puntos de inflexión de f(x). x=1yx=7 
a.x=1;x=4;x=7 
59. Analicen las siguientes funciones y realicen el 
gráfico aproximado. 


a. f(x) = 3х* – 4x? а. f(x) = = 
b. f(x) =x? 3x +2 e. f(x) = х?.е* 
c. f(x) = == Бх) = (1 = )..6* 


A cargo del alumno. 

60. Rodeen la opción correcta en cada caso. 
a. Un terreno rectangular de 900 m? necesita ser 
vallado. El precio del metro lineal del material 
para cercarlo es de $200. Para gastar lo menos 
posible, la expresión de la función a optimizar es: 


х) = 400x + 360007 f(x) = 2x + 1800 
fl) = дох 180 
b. De los И que tienen diagonal 6, se 
busca el rectángulo de mayor perímetro posible. 


„ х) = 400x + 20 пй 


Si los lados del rectángulo son "х" e "y", la función 
a optimizar es: 
e f(x) = x.436 - X? =2x+2./6 - х 


f(x) = x. 6 - x? A 


c. Con 20 metros lineales de madera se construye 
un cuadro que debe tener la mayor área posible 

sabiendo que "x" es la medida de la base del cua- 
dro e "y", la de la altura. La función a optimizar es: 


f(x) = 10x. x? 


e f(x) = 10x + x? e f(x) = 10 +x? 


61. Planteen y resuelvan, aplicando conceptos de 
derivadas, los siguientes problemas. 


a. Encuentren dos números positivos cuya suma 
sea 20 y el producto del cuadrado de uno de ellos 
por el cubo del otro sea máximo. 8 y 12. 


b. Encuentren dos números reales, tales que su 
suma sea 40 y su producto sea máximo. 20 y 20. 


c. Encuentren el número diferente de cero, tal que 
la suma con su inverso sea mínima. Е número 1. 
62. Escriban \/ (verdadero) o F (falso), según 
corresponda. Expliquen las respuestas. 


a. De los rectángulos de 1 m? de área, el 
que tiene mayor perímetro es el cuadrado. 


b. De los rectángulos de 1 m de perímetro, 
el que tiene el área máxima es el cuadrado. 


63. Planteen y resuelvan los siguientes problemas. 
Realicen un gráfico, cuando sea posible. 


a. Se quiere construir una caja, sin tapa, partiendo 
de una lámina rectangular de 10 cm de largo por 
18 cm de ancho. Para ello se recortará un cuadra- 
dito en cada esquina y se lo doblará hacia arriba. 
¿Cuál debe ser el lado del cuadradito para que el 
volumen de la caja resultante sea máximo? 


b. Calculen las dimensiones de un triángulo isós- 
celes, base y altura, de 8 cm de perímetro y que 
tenga área máxima. Base 8/3 y altura 4/3 УЗ. 


c. Encuentren las dimensiones del triángulo rec- 
tángulo, tal que la suma de sus catetos sea 40 cm 
y tenga área máxima. Los catetos deben medir 20 cm. 

a. Aproximadamente 2,06 cm 


CAPÍTULO 6. Derivadas 


p d Explicaciones de temas de años anteriores que pueden ser Е | 
d [d pe C 0 [ d [ útiles para resolver algunas actividades de este capítulo. 


Pendiente de una recta que pasa por dos puntos 


Sean dos puntos A = (х y, ) y В = (Xy; у,), se define la pendiente m de la recta que pasa por los puntos A 
y B como: 
Ye = у, Ay 


З = tg â con x, #х,оїатріёп т = 


Determinación del dominio de una función 


Para poder determinar cuál es el conjunto de valores que puede tomar la variable independiente de una 
función, se debe tener en cuenta que existen algunas operaciones para las cuales la función no está 
definida: 

1. Cociente de denominador nulo. 

II. Radicando negativo de una raíz de índice par. 

III. Argumentos de logaritmos negativos. 


Intervalos reales 


Ciertos conjuntos de números reales se denominan intervalos, y se representan geométricamente con 
semirrectas o segmentos sobre la recta real. Si a y b son números reales tales que a < b, entonces existen 
las siguientes posibilidades: 


Notación Propiedad del conjunto Representación sobre la recta real 


20 — > 
э — 
ЗШ — 
(=00; +00) xeR pa 
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Autoevaluación PPB 


Marquen la opción correcta 


бд. ¿Cuál es la derivada de la función f(x) = sen [In (x? + 4)]? 
O Р(х) = cos [In (2x)] Of) = соз (сє) 
O f'(x) = cos п 5) 69 f(x) = cos [In (x? + 4)]. = 


Р е зд 2x I 
65. ¿Para qué valor de x la ecuación de la recta tangente al gráfico de f(x) = gaes paralela al eje de 
abscisas? 


Ox=0 Ox=e (0x=1 Ox=-1 
66. ¿En qué punto la recta normal al gráfico de f(x) = = yx -1? 
O (-1;2) &A1;2) O0;5) (O) No existe el punto. 
67. ¿Cuál es el dominio de la función f(x) = кт 
O (1; +оо) GO (51; 0) U (0; +оо) 
O E; +00) OF; 0) U (0; +оо) 
68. ¿En cuáles intervalos crece la función f(x) = 42. (x? - 2)? 
O (Св; -1) (1; +оо) (© (+1; 0) U (1; +оо) 
eta OM; +00) 
69. ¿Cuál es el valor de la abscisa en el que la función f(x) = 4x?.e7%*1 presenta un máximo relativo? 
Ox=0 СЭУ ООх=-1 Ox=1 
70. ¿Para qué valor de a la función f(x) = 2x? - ax? - 5x + 4 presenta un punto de inflexión cuando x = 1? 
(Jas Oa=-6 Qa=6 Оа=4 


71. Una página rectangular debe contener 24 ст? de texto impreso, соп márgenes superior e inferior de 
1,5 cm y laterales de 1 cm. 
¿Cuáles son las dimensiones de la página que hacen que la cantidad de papel utilizado sea mínima? 


(0 6 cm x 9 cm O 3 cm x 4,5 cm ( 230 cm x 12 cm (O) 6 cm x 4 cm 


136 - caríruLo 6. Derivadas 


Integrales 


EE) Función primitiva. Integrales definidas 

> SABERES DINÁMICOS 

A una función F(x) se la denomina primitiva o 
antidanvada de 100 si al чы сйс f(x) Primitiva Derivada de Р(х) 


en un intervalo |. Е(х) = х3 f(x) = 3° 
F(x) es primitiva de f(x) < Е'(х) = f(x) V xel КООШ 0-00, 
La primitiva de una misma función difiere en una F(x) = sen (х) 0) 


constante aditiva, pues la derivada de una constante Ех) = In (x) (х) 
es сего. X 


El proceso de encontrar la primitiva de una función se denomina integración. 


Expresión simbólica 


Integral indefinida de la función f(x) 
ffx). dx = F(x) + C = [F(x) + С] = f(x) 


a. | cosx. dx = senx + C < (senx + С)' = cosx 
b. 0-5). ах= 22 - 5x+ C = ($x? -5x+c|'=x-5 


Reglas de integración 
- Suma algebraica de funciones: Í [f(x) + 0(х)]. dx = f f(x) . dx + f g(x) . dx 
* Producto de una constante por una función: Í k. f(x) . dx = k. | f(x) . dx 


Tabla de primitivas inmediatas 


Integral Primitiva Ejemplo 
ja 2.x 2 Jax= 2x + c 

In. h A+ (ne -1) Је. х= +С 

l dx 1 Жаа 

[г.й үг [3% ах = s +С 


Г ѕеп х. dx Ј-2ѕеп х. dx = -2fsen х. dx = 2 cos x + C 
f cos х. dx /6 соз х. ах = 6]соѕ x. dx = 6sen x + С 
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39. Función primitiva. Integrales definidas 


Test de comprensión 
1. Respondan y expliquen las respuestas. 
а. | Ух. dx ¿es _1_+ C?No. 
2 x 


b. 3x? + 5 y 3x? - 2 ¿son ambas primitivas de 6x? Sí. 
c. | (sen?x + cos?x). dx, ¿es x + C? Sí. 


ApAp Para recordar pág. 149 


2. Indiquen en cada caso si F(x) es una primitiva de f(x). Expliquen la respuesta. 


a FO) 5 - 5л) =x s 


b. F(x) =L+5 a f(x) = In Ixl + 5х мо 


o. Fx) = пх tetea fte si 


3. Calculen las siguientes integrales. 


a. | (x+ 1). dx = а. | Be - ух). ах = 
x2/2 X E 3e* – 2/32 б 
b. (х2 +x- 1). dx = е.[2.(соѕх+ 1). х = 
EST E 2(senx+x)+0 

2 3 = 2 = 
c. | [E +x? senx|.dx = е f (x +1)2.dx = 
Ла {х + х4 cos x+C DIES EDEN 


4. Hallen la función f en cada caso, teniendo en cuenta los datos. 


а. Р(х) = senx л f(0) = -3 а. Р(х) =3.Cosx- 2.ѕепх A (3) =4 
бду? 3sen х + 2005 Хх +1 

b.f) =È a ffe) =7 e. f'(x) = 4x2 + e a f(0) = 2 

5ln |x| +2 4/3 + ех +1 

с. Р(х) =2+ ух л (1) =1 £. f'(x) = 3 Vx - 3х2 a f(1)= 4 

2x + 2/3 Vx – 5/3 2402 – 3/4 х*+ 11/4 


158 сарто. Integrales 


Integración por sustitución 


El método de integración por sustitución se aplica para hallar ciertas integrales que no pueden calcularse 
directamente y, en general, tienen las siguientes formas: 


S£00.f0).dx=fu.du v flaco]. g'(x) -dx = f f(u) . du 


| ч 


• Para resolver se efectúa un cambio de variable. 


ѕепх 
COSX 


а. Jtgx. dx = . dx > hacemos и = cosx > du = -sen x. dx > . = In Ju] + С 
и 


reemplazando u por cosx > obtenemos: – Іп [cos x| + С 


b. [UL ах > hacemos u = In|x| > йи = 2. dx э] u. du = Ë + c 
x x 2 


reemplazando u por In Іх, obtenemos: = Bs +C 


* No necesariamente du es exactamente igual a g'(x) . dx o f '(x) . dx, debiéndose realizar entonces algún pro- 
cedimiento matemático para igualar ambas expresiones. 


a. Јѕеп (х2 + 4х + 2)(x + 2). dx — hacemos u = x? + 4x + 2 > du = (2x + 4). dx > du = 2(x + 2). dx 
du du 1 
>= (+ 2). ах fsenu. 5 =>-3 cosu+C 


reemplazando u por x? + 4x + 2, obtenemos: 


-5 cos 62 + 4x + 2) +C 


b. | 242. ах > hacemos u = х? + 2x > du = (2x + 2). dx > аи = 2 + 1). dx >% = (x + 1). dx 
54 = 5 In Ju] + С > reemplazando и por x° + 2x, obtenemos: 


> In pe + 2x| + C 
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40. Integración por sustitución 


Test de comprensión 
5. Respondan y expliquen las respuestas. 


1 
а. ъз. 0х ¿es e +G No 


du > 
= ; Брешии Sí 
b. u = sen (2х), entonces ¿es dx 2 COS Ох) f ol 


= 4 nada 
с. | E dx ¿se puede resolver por sustitución? sí. 


ApAp = 


6. Resuelvan cada una de las siguientes integrales aplicando el método de sustitución. 


_ \п|2х+8| 1 _ 
а. | (cos (4x). dx = а] X= 
1/4sen (4x) +С 1/4 112 2х + 8] +С 
b КЕ dx = e. fex, senx.dx= 
J3 š y . 
П X+ + 2р 

dx = x2 = 
е] чу" Ё Јх.е dx = 
-1/12(2x - 1)] + C e“/2 +C 


7. Verifiquen que F, y F, son primitivas de f(x) = sen x . cos x. 
a. F = Sen2x + 5 b. F, = -4 005х+2 


Е, = Ѕеп х. соѕх Е. = ѕеп х. cos x 


8. Hallen la función f(x) en cada caso. 


afo = хе +2) y 1(1) = 3 c. Po) = 2080110 y ү) = 3 
X 144x241 sen (In ||) +3 

j 2x-5 1 › 1 
Ь. 0) =E УП) +5 а. (к) = (+ 19 y 1-2) ==> 


Д0 {х2 e 5х+ 61+ 1/2- In 2 1/4(x+ 1)* – 3/4 
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Integración por partes 


La integración por partes es un método que se utiliza, en general, para integrar un producto de funciones que 
no cumple con las condiciones para ser integrado por sustitución. 


• La derivada de un producto es: [u(x) . М(х) = u'(x) . v(x) + u(x). у(х) 

• Integrando miembro a miembro: f [u(x). v)". dx = | [u'(x) . v(x) + (х) у(х). dx 
e La primitiva de [ц(х) у(х) es: u(x) - v(x) = f их). v(x). dx + f u(x) М(х) . dx 

• Despejando f u(x). v'(x).dx: fu(x).v0).dx=ub0) ү(х) - [ v(x). u'(x) . dx 


T La integral de un producto de funciones es: fu.dv=u.v-fv.du 


Para poder integrar correctamente se deben elegir de manera conveniente u y dv. Para ello existe una conven- 
ción que, a pesar de no ser rigurosa, es muy útil. La misma establece que se debe elegir como u a la función 
que sea, en orden de prioridad: inversa, logarítmica, polinómica, exponencial o trigonométrica. 


а. [x .senx. dx > u =x > du = dx 
dv = senx. dx > [dv = [sen x. dx > v = -cos x 
fu.dv=u.v- fv. du > [xsen x. dx = 


x (=cos x) -f-cos x. dx = = 
Dinámica Conecta 

Ingresen en puerto.pub/intcic* para mirar un video sobre 

la resolución de integrales cíclicas (son aquellas donde al 

integrar por partes aparece en el segundo miembro la in- 

tegral que hay que calcular). 


* Enlace acortado de https: //youtu.be/fOWziGhpkIM 


-X cos x + sen x + C 


b. [(х — 2)е*. dx > u = x— 2 ә du = dx 
dv = ex. ах > [dv = fe. dx > v = ех 
fu.dv=u.v- Ју. аи > хех. dx > (x — 2)ex — f e*. dx = 
(x — 2)e* — е = 


e(x-3)+C 
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41. Integración por partes 


Test de comprensión 

9. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. La integral del producto entre dos funciones, ¿es igual al producto de las integrales de cada una de ellas? No. 
b. ¿Es posible combinar métodos para resolver una integral? Sí. 

ApAp с. ¡ES x. dx ¿se puede integrar por partes? Sí. 


10. Resuelvan cada una de las siguientes integrales aplicando el método por partes. 


a.f x.cosx.dx = d. x2.cosx.dx = 
x senx + cos x + С PESE A _ 
1 
b. fx. In lx]. dx = e. |z Inx. dx = 
2/2 In lx] 1/42 + C (102 х)/2 +С 
1 х y2 = 
c. |ë. || dx = Е [e*.x2 dx = 
=x*/4ln 11/x1 + 1/16x*+C e = даб 


11. Hallen la función f(x) para que cumpla las condiciones dadas. 


а. Р(х) = x. ex y f(0) = 4 c. f'(x) = 2x°.|nx y (1) = 2 
хеее 5 1120. me 18H 1720 

b. Р(х) ssenx.(x+1)yf(m) = 210 + 1 а. Р(х) = (x + 2).e* y f(0) = 5 
-X COS X + Sen X- COS Х+ л e (x+1)+4 
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Integrales definidas. Regla de Barrow 


Si una función f(x) es continua en un intervalo [a; b] y determina con el eje x una región R, en dicho intervalo 
existe un único valor real que es la integral definida de f(x). 


Integral definida de f(x) en el intervalo [a; b] 
ooo superior de la integración 
Ј t00 
e inferior de la integración 


La regla de Barrow permite calcular integrales definidas: 


Рк) „ах = F(x)| = F(b) – F(a) 


а. [ (=x + 3). ах = 
2 
Calculamos la primitiva: E (Ex +3). ах = -5 + 3x 


Aplicamos la regla de Barrow 
3 _ K 2 3 02 9 2 
A a a + a a - (-5+3.0)=5-0=4,5 


b. [sen (2x). dx = 
z 
Calculamos la primitiva: 
Јѕеп (2х). ах = hacemos u = 2x > du = 2. dx > = ах 


Como aplicamos sustitución, se deben hallar los límites 


de integración respecto a la variable u. 


иде” 2 TS = пә = 2 
х= u= > u, = x X,= T u, = T 


Luego: [3 sen (2х). dx = [sen (u). “z -5 ‚(совш)] = 5 (cos 27 — cos x) = -1 
2 


Propiedades de las integrales definidas 

1. f(x) >0 a xefa; b] / (х). йх>0 

2. f(x) < 0 a x e la; b] -> f? fœ). dx < 0 

з. Ј f(x) ах = Ј f(x). dx + f? f(x). dx donde a < b < c 
4. [° Ңх) dx =- Ј f(x) . dx 


Áreas dinámicas [Matemática y Física] 
Con frecuencia, la fuerza que produce un trabajo es variable durante el tiempo de aplicación, ya sea porque 
se altera su módulo, su dirección o su sentido. Para calcular el valor de este trabajo se utiliza una integral 
extendida a todo el recorrido. 

W= [ f(x) . dx 
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42. Integrales definidas. Regla de Barrow 


Test de comprensión 
12. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. ¿Es cierto que, f(x). dx + f} f(x). dx = | х). dx? No. 


b. f° f(x) . dx ¿puede valer 0? sí. 
ApAp| c. ¿Es cierto que f’ f(x). dx = F (х). dx? Sí. 


13. Calculen, aplicando la regla de Barrow, cada una de las siguientes integrales. 


4 e 
= | 
а. |, Vx. dx o nii. jgz 
1 X 
14/3 102. 
a apra 
o x+1 
e- /e3 


14. Calculen lo solicitado en cada caso. 
a. $, [f(x) - 2]. dx, sabiendo que: fẹ f(x) .dx = 5. 


al 


a 


b. El valor de "а" para que: | £ .dx = 4. 
Уе 


PenCrit| 15. Observen los siguientes gráficos y resuelvan. 


a. Escriban la ecuación de la función graficada en cada caso. 
y 
5 


f/3 
2 
1 


-1 10 1 3 4 x 


f(x) = Зх gasera 


b. Completen y luego calculen la integral de la región sombreada en cada caso. 
ЈК) ах = [|| x ах= 1 Po). х=. (-x +4) dx = 5/3 
0 1 
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Cálculo de áreas 


Si una función f(x) es continua y positiva en un intervalo [a; b], el área A de la región del plano, limitada por 
la curva representativa de f(x) en el intervalo considerado y el eje de abscisas, es la integral definida de f(x) 


entre x = a y X, = b. : 
Para recordar pág. 149 


j f(x). dx = A > Área de la región comprendida entre la gráfica de f(x) y el eje x en [а; b]. 


f(x) =1пх л хє[1; 4] 

A= nx. dx = 

u= Inx= du = —. dx x dx = 
dv= Ху = 


A = [{їпх.ах = (пх. х) Јх. 2.ах= (пх.х- х)| = 4.п4-4-1п1+1=4.п4-3 


El área que determina la curva de una función que es negativa en un intervalo [а; b] es el valor opuesto а la 
integral definida en dicho intervalo. 
f(x) = —sen x 
f(x) = —senx A x e [0; л] 


A = ["-(-ѕепх). dx = -со5х] = -cos x + cos 0 = 2 


л 
o 
Si una función cambia de signo en el intervalo [a; b], el área de la función 
en dicho intervalo se calcula mediante la suma de dos integrales definidas 
respecto al cambio de signo. 


о ш. 
f(x) 2 0 e хех; b] 

Кх) = х-1лхє[-1; 2] 

А =J} -6 - 1). ах + [3 œ – 1). ах 


ае 


А=(-1+1+1+1)+(4-2-1+1)=4,75 


f0)=x?nxel-2;2] 
2 16 


а= 2[%,›#.ах = 2|2e. a = 2. (Ale 


ACTIVIDADES 


ApAp 


PenCrit 
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43. Cálculo de áreas 


Test de comprensión 


2 
a Í. l. dx = 4 


c. | 3. dx ¿es igual a 3 . 2? Sí. 


16. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. El área de una región ¿puede ser menor que 0? No. 


b. f) -dx + | f(x). dx = |`, х). dx, entonces ¿a = -2? No. 


17. Grafiquen y calculen el área indicada en cada caso. 


18. Completen y calculen el área sombreada en cada una de las siguientes regiones. 


a. f(x) = -2 |AXE 


[-3; 1] 


b. g(x) =| cosx A Xe| [-1/2; п/2] 


Área = в 


la fórmula del área del trapecio. 


Área =7 


Calculen el área sombreada. Verifiquen aplicando з Para recordar pág. 149 


CAPÍTULO 7. Integrales 


ае +e).dx= х2/3 + In |x| + ex+C 


p 1, dx = 


с. | ( х+1) ‚ХЗ dx = x/5+x/4+0 

d. | K. dx = 2/5/ё+С 

е. 203) dx = sen (In |x + 3|) + 
x+3 

ES 

1) 12+3x 

g. (x+3).e*.dx =e.(x+2)+C 


In lx] +x+C 


. dx = In |ë + 3x] +C 


h. 2х. dx = Xx. In?x - 2x In x+2x+0 

i. [ x. (2 + х2). dx = 1⁄3 20 +C 

j fe. cos (2x) . dx =2/13e*sen(2x)+ 3/13e™cos (2x) +С 
k. [x Inx. dx =1/2n?x+C 


1. | (2x + 1). In (2x + 1). dx =1/4In?12x+11+C 


20. Hallen E función f(x) en cada caso. 


-= 6х2 л (3) = 100 5 Inlx - 2] - 2x?+ 154 


A f(0) = -5 279 Вх + = 


а. f(x) = > 
ш. Кош 
c. Р(х) = 2tgx 

d.f(x)=x.e% л f(1 я 
е. Р(х) = 5х2 + cosx л f(0) = 


л 1(0) = 1 -21[соѕх|+1 

е? 1/28. x- 1/4. e” +e 
З 5/3х° + ѕепх+3 

£ Po) = £x. cos (x?) a f(0) = 4 3/5 sen x? +4 
g. f'(x) = Ins) А |+2 x+ ln (5х) -x+2 
h. Р(х) = х?.е* a f(0) = 3 


(+ 3х2 + 6x + 6) +9 


i. Р(х) = Ух. пх л f(1) = —2 2/3% In x - 4/9/82 - 14/9 


21. Completen para obtener la igualdad. 


a (2x+ cosx ).dx=| ж |+senx+C 


ЕГ = е2). бх = пх], e2 +С 
с.2/х+5).0х=2.1п|х+ 51+ с 


Integración final / 


19. Calculen las siguientes integrales indefinidas. 


22. Calculen la integral definida de cada una de las 
siguientes funciones. 


a... (х2 – 1). dx = 16 


e-1 
dx _ 
b.f х+1 т 


ef", ex (x + 1)2.dx = в 287 


al ш 


e. |. (2x)*. dx = 160 
£ [f Inx.dx=1 
g. f(x) = cotg x a X e Е 3 1/2In (1,5) 
h. f(x) = e>% - e> a xel0; 1] e2/2+1/(28?) -1 
i. f(x) = cos x - 1лхє |0; z] -0,57 
j. f(x) = cos (2x) a x e |0; x] 1/2 
23. Calculen el valor de "a" en cada caso. PenCrit 
а. ff aln(x).dx=2 a=2 


ь.Ј кж). d E a=2 


а 6 
opt ass 


a ff (8Vx+ax).dx=0 2=-2 


24. Completen y resuelvan. 


ыз dx= [ia 


b. ет x= f- 
c. [= 2.sen(x + n) 


e"|du/2 


„dx =2/%senu. du 


25. Tengan en cuenta los datos y resuelvan. 
Рх к (х) dx= -1 


a. $2 O) + 909].dx= 1 
. 09]. dx = 3 
с. | 1f(x) а 
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26. Expresen cada área de las regiones 


sombreadas utilizando integrales definidas. 


a. 

е1 

Área = 2.S (х - 1)dx = 8/3 
b. 

f(x) = 2x 

g(x) = > 


Área = j. -2x dx +], x= 45 


с. 
-Y43-2-1,01 2 3 4 
-2 

f(x) = Xx+3 

g(x) = -х+5 

Área = 16 

d. 

f(x) = 2-4 

ale) =ч 

Área = 125/6 


27. Grafiquen y calculen el área de la región 
solicitada en cada caso. 


а. f(x) = -x2 + 2x + 3 A eje x (у = 0) Área = 32/3 
b. f(x) = TA x € [0,5; 2] Área = In 4 
c. х) = x(x + 3).(x- 1) a xe [-3;1] Área =71/6 


( 
d. f(x) = -x + 4; g(x) = -x.(x- 4) a xe [0; 5] Área = 8,16 
( 


е. f(x) = е g(x) = e™ a x e [-1; 1] Área=2,17 


Е f(x) =x; g(x)=x-6ax=0 Агеа=31,5 


ө 
28. Reúnanse con ип compañero y resuelvan. Traco 


a. Observen el gráfico y escriban la ecuación 
correspondiente a cada función. 


f(x) = 2 +4; g(x) = 3 

b. Hallen los puntos de intersección entre f(x) 

y 90). x,=1x,=-1 

c. Teniendo en cuenta que la integral definida calcu- 
la el área de la región comprendida entre la curva y 
el eje x, marquen con una X la respuesta correcta. 

• ¿Cuál es la región comprendida entre las dos 
curvas? 


[6 АЕ х 
pa Е ТАЈ х 
E ESSE at 


MEM 


• ¿Cuál es el valor del área sombreada? 


X 


w|j= j~ wa 
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p d Explicaciones de temas de años anteriores que pueden ser Е | 
d [d pe C 0 [ d [ útiles para resolver algunas actividades de este capítulo. 


Relación pitagórica 


Una de las relaciones trigonométricas más utilizadas es la pitagórica. 


sen?x + cos?x = 1 


Concepto de área de una superficie 


El área de una superficie es una medida que establece cuántas veces otra superficie tomada como 
unidad está contenida en la dada. Por lo tanto, el área depende de la unidad elegida. 


Área del rectángulo: 6, tomando como unidad al | | 
Área del rectángulo: 3, tomando como unidad al 


Área del rectángulo: 2, tomando como unidad al 


Algunas fórmulas para calcular el área de polígonos 


Fórmula del área 
Cuadrado 


Rectángulo 


Triángulo 


Trapecio 


Para calcular las áreas de recintos planos, delimitados por curvas y rectas, se puede utilizar la integral 
definida. 


149 


/ Autoevaluación PPE 


Marquen la opción correcta 


29. ¿Cuál es el valor de “a” para que р Vx = 2.dx= 1; 


Ө! O1 (02 


30. Dada [; (5x + 3)*. dx, si se toma и = 5x + 3, ¿cuál es la integral que se debe aplicar? 


Ofi u. du Ofu. du ON uè. du 


31. Respondan. 
a. ¿A qué es igual f senx. In |cos x|. dx? 
QOcosx.(-In|cosx|+1) +C  Ó)senx.(-Inlcosx|+1)+0 (С) cosx (-In|senx|+1)+C 


b. ¿Cuál es el valor de C para que f senx. In [cos x|. dx = З para x = 0? 


O4 (92 O3 


32. Observen el siguiente gráfico y respondan. 


a. ¿Cuál es la función graficada? 


© f(x) = cosx (х) (х) = senx O f(x) = -cosx 


b. ¿Cuál es el área de la región sombreada? 


Ө О? (Юл 
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Probabilidad y estadística 


[Т] Variables aleatorias 


El espacio muestral (О) es el conjunto de todos los resultados posibles asociados a un experimento aleatorio. 


El espacio muestral О, asociado al experimento de arrojar dos monedas es: 
О = {(с; с), (с; 5), (s; с), (s; 5)}, donde c = cara; s= ceca. 


Una variable aleatoria v(x) es una función que a cada elemento del espacio muestral де un experimento le 
asigna un número real. 

En el ejemplo anterior se puede asignar a cada par ordenado el número de caras obtenidas al arrojar las dos 
monedas. 


(00) => 2 (05) => 1; (sr 0) => 1: (815) =0 

El recorrido de una variable aleatoria v(x), que llamaremos Rv, es el conjunto de valores que ella toma; dicho 
de otro modo, es la imagen de la función v(x). 

Ru = 10; 1:2} 


Tipos de variables aleatorias 


Para variables cuantitativas las variables aleatorias se clasifican en: 

* Variable aleatoria discreta: su recorrido es un conjunto finito o numerable. 

La variable del ejemplo anterior y las variables cantidad de hijos, cantidad de habitaciones, etc. son discretas. 
* Variable aleatoria continua: su recorrido es un intervalo o la unión de intervalos de números (reales). 

La estatura, el peso, la temperatura, etc. son continuas. 


La función de probabilidad p(r) de la variable aleatoria discreta v(x) es una función que, a cada elemento r del 


recorrido Rv, le asigna su probabilidad. 
x es igual a r = p(r) = P(x = D Para recordar pág. 173 


En el ejemplo de tirar dos monedas y ver la cantidad de caras que se obtienen, para conocer la probabilidad 
de que no salga ninguna cara se escribe: P(x = 0) o P(0). 


P(0) = 2 porque hay 1 suceso favorable [(s; s)] de los 4 sucesos posibles. 


La probabilidad de que salga una sola cara es: P(1) = 2 = Z. 


2 TIP 
1 > significa sumatoria. 
4 
P(x) > 0 
Si Р(х) es función de probabilidad, entonces: í n 
>P(x)=1 


Y permite representar sumas de varios sumandos:> р(х) = р(х.) + р(х,) + р(х) +... + p(x). 
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44. Variables aleatorias 


Test de comprensión 
1. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. ¿Es cierto que el espacio muestral asociado al experimento de arrojar dos dados tiene 12 elementos? No. 


b. Si v(x): producto de los puntos obtenidos al arrojar dos dados, entonces ¿P(12) = 19 Sí. 
ApAp| c. Siendo Rv = (0, 1, 2, 3, 4); P(0) = 0,3; P(1) = 0,25; Р(2) = 0,25; P(3) = 0,1; P(4) = 0,1, ¿es cierto que p(r) es una 


2. Indiquen el espacio muestral de los siguientes sucesos. 


a. Elegir al azar un número múltiplo de 4, mayor que 0 y menor que 27. 


Q = {4: 8; 12:16; 20; 24) 
b. Arrojar simultáneamente tres monedas (c: cara; s: ceca). 


c. Arrojar simultáneamente una moneda y un dado. 


О = ((c; 1); (с; 2); (с; 3); (с; 4); (с; 5); (с; 6); (s; 1); (s; 2); (s; 3); (s; 4); (s; 5); (s; 6)) 


d. Elegir al azar un número de dos dígitos iguales y distintos de 0. 


e. Elegir al azar un número natural menor que 15 y mayor o igual que 8. 


-0=(8;9,10;11,12, 13,14) 
f. Ordenar al azar las letras de la palabra OSO. 


0 = (0S0;00S; S00} 


3. 0bserven el siguiente diagrama de árbol y resuelvan. 


e @ ө 
e < e 
Ө ө @ 
a. Indiquen el espacio muestral asociado a elegir dos bolitas. 


0 = {(R; R); (R; V); (R; А); (V; R): (V; А); (A; R); (A; V); (A; A)) 
b. Completen la tabla, sabiendo que: v(x) = cantidad de rojos. 


с. Comprueben que Р(х) es una función de probabilidad. 3/8 + 4/8 +1/8=1 


д. Clasifiquen las siguientes variables en discretas o continuas. 


a. El peso de los socios de un club. continua c. Número de páginas de un libro. discreta 


b. Cantidad de mascotas por hogar. discreta а. Tiempo que tarda en llenarse una pileta. continua 
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Parámetros de posición y dispersión 


Parámetros de tendencia central 


Variable aleatoria discreta 

e Media aritmética: es el cociente entre la suma de los > 
productos resultantes de multiplicar cada valor de la go Ab bt. e ет. 

variable por su correspondiente frecuencia absoluta y n д 

el total de observaciones. 

• Mediana: teniendo los datos ordenados de menor a mayor, es el valor de la variable que ocupa la posición 
central o el promedio de los dos datos centrales. 


· Moda: es el valor de la variable con mayor frecuencia absoluta. 


Datos agrupados en intervalos de clase 

• Media aritmética: se elige un representante de cada 

intervalo. Dicho representante será el punto medio del x = lim inferior + lim superior. = _ X Xp -f 
intervalo llamado marca de clase (х,). i 2 ' р 


* Cálculo де la mediana: А: límite inferior del intervalo que contiene la mediana. 

B: frecuencia acumulada del intervalo que antecede al que contiene la mediana. 
C: frecuencia absoluta del intervalo que contiene la mediana. 

D: amplitud del intervalo. 

• Intervalo modal: intervalo de clase con mayor frecuencia. 


n 
2-В р 


т, = A+ С 


La siguiente distribución de frecuencias representa las edades de los alumnos de un colegio vespertino. 
_ 945 + 907,5 + 409,5 


x 146 = 15,5 
O pal 3=15,2 
5 55 = 

т, = [12; 15) 


Parámetros de dispersión 


= үү + 

Varianza: 02 = == 
Desviación estándar: mide la dispersión de los datos respecto a la media. o= | —— 
Coeficiente de variación: expresa la desviación están- 
dar como un porcentaje de la media aritmética. у (х= X)2. f. 

: Е. ие А — 
Cuando el coeficiente de variación es inferior al 30%, e п 100 
la distribución es bastante homogénea. x X 


La media de las notas obtenidas en las evaluaciones de los estudiantes de A y de B es de 4, pero 
las notas de “B” son más cercanas entre sí. 

паш 
¡ES | o | 


x: notas de "А" 
Como с, > o, entonces "A" 


es más disperso que "B". 


A medida que Cv 
disminuye, los datos 
están más concentrados 
alrededor de la media. 
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45. Parámetros de posición y dispersión 


Test de comprensión 
5. Respondan y expliquen las respuestas. 

a. La desviación estándar, ¿nunca puede ser 0? No. 

b. La media, la moda y la mediana, ¿pueden coincidir? Sí. 
ApAp c. Si Cv = 15% y X= 2, ¿la desviación estándar es 0,3? sí. 


6. Lean atentamente y respondan. 
Se realizó una encuesta a un grupo de personas elegidas al azar acerca de la cantidad de integrantes de su hogar. 


a. Completen la siguiente tabla. b. ¿Cuántas personas fueron encuestadas? 
x: número de ы 
integrantes del hogar | с. Calculen el promedio de integrantes por hogar. 
X=26 


d. Calculen el valor de la mediana. 


m,=3 


e. ¿Cuál fue la respuesta más frecuente? ¿Qué 
parámetro de posición la representa? 


BA MO SS 


7. Observen el gráfico y resuelvan. 
El siguiente gráfico muestra la estructura de la población de entre 10 y 50 años de edad de una localidad. 


[10; 20) [20; 30) [30; 40) [40; 50) 


Ш Varones Ш Mujeres 


a. Completen la tabla. 


X Varones Mujeres 


n 


2140 


28 


b. Calculen el coeficiente de variación de cada serie e indiquen cuál es más homogénea. 


Cv varones = 36,38%; Cv mujeres = 33,45%. 
_La serie de mujeres es más homogénea que la de los varones. 
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Correlación lineal entre variables aleatorias. Recta de regresión 


> SABERES DINÁMICOS 


Correlación lineal entre variables aleatorias 


Para analizar si existe correlación lineal o no entre dos variables x e y, se puede hallar el coeficiente de 
correlación. Esto permite hacer predicciones según el comportamiento de las variables. 


Coeficiente de correlación: coeficiente de Pearson 
El coeficiente de correlación (r) es un número que se calcula a través de la siguiente fórmula: 


r=1= existe una correlación positiva perfecta. 


е 0 < г< 1 = existe una correlación positiva. 
шша > PONS И г= 0 = no existe relación lineal. 
oo, У -1<r<0= existe una correlación negativa. 


г = -1 = existe una correlación negativa perfecta. 


Se quiere conocer si existe alguna relación entre la distancia de reacción de un conductor y la 
cantidad de alcohol que haya consumido. 


Velocidad х: distancia de y: distancia de 
(km/h) геассібп sin [x - х) reacción con (у-у) 
alcohol (т) alcohol (т) 


(25-25) =0 (37- 37,337 =0,11 
(36-25) = 121 (54- 37,33) = 277,89 


Fuente: https://www3.gobiernodecanarias.org/sanidad/scs/content/391ff144-94ee-11e5-99aa-57b507243371/alcohol.pdf 


Para una velocidad media de 90 km/h... 


... la media aritmética de cada variable es: x = a 25тлу= E y 37,33 m 


... la desviación estándar es: о, = y 22 = 8,98 ло, = ү 22267 = 13,47 


El coeficiente de correlación es: 


О. 
ху эку. ша д 
Къ Е = 


p= ый = г= 8981327 = 1,001 = r = 1, existe una correlación positiva perfecta. 


x. * y 


Recta de regresión 
La ecuación de la recta que mejor se ajusta al diagrama es: 


121,08 . (x — 25) = y = 1,5x - 0,17 


8,982 
Si la distancia de reacción sin alcohol es de 36 m, Бајое |7 distancia детвасстоп conraleohiol 


у-ў=с%.(х-Х)=у-37,33= 


supuesto de correlación lineal, se puede averiguar cuál 


será la distancia de reacción con alcohol, reemplazando 40 J una velocidad 
20 


Recta de regresión 
en la ecuación. 
у= 1,5.36 – 0,17 = 53,83 т 10 20 30 40 


х: distancia de reacción sin alcohol 
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46. Correlación lineal entre variables aleatorias. Recta de regresión 


Test de comprensión 
8. Respondan y expliquen las respuestas. 
а. Si el coeficiente de correlación entre dos variables es 0,5, ¿existe la correlación? ¿De qué tipo es? Sí. Positiva. 
b. La pendiente de la recta de regresión ¿puede ser negativa? sí. 
АрАр с. Si la ecuación de una recta de regresión es y - 1 = 0,5 x - 2, ¿X = 2? No. 
9. Observen atentamente los gráficos y escriban la letra de la recta de regresión correspondiente. 
a.y=-x+16 b. у= 2х - 12 с.у= 0,5 +5 
р а 
10. Lean atentamente y resuelvan. 
La siguiente tabla indica el número de bacterias por unidad de volumen presentes en un cultivo después de 
una cierta cantidad de horas. 
a. Completen la tabla. 
х; número У: numero ср 
; (х-Х) 
de horas 6 bacterias 
b. Calculen el coeficiente de correlación. 
с. Escriban, si es posible, la ecuación de la recta de regresión. 
у=61х+122 
а. Si el número de horas transcurridas es de 8, ¿cuál es el número esperado de bacterias? 
y=61 
e. Escriban la ecuación de la recta de regresión en función de y. 
X= X= 0/0? (y - Y); x= 0,16y - 1,9 
f. Si el número esperado de bacterias es aproximadamente 105, ¿cuántas horas transcurrieron? Piensen 
en la ecuación de la recta de regresión en función de y. 
x=15h 
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Lectura, análisis e interpretación de gráficos de dispersión 


> SABERES DINÁMICOS 


Los diagramas de dispersión se utilizan para determinar si existe correlación, es decir, una relación funcional 


entre los elementos de las dos variables. 

De acuerdo a cómo se distribuyen los puntos, puede suceder: 

a. Los puntos se ajustan a una recta: la correlación es lineal. 

* Lineal positiva: los valores de y se incrementan linealmente a medida que crece х. 


Correlación positiva 
perfecta r = 1 


* Lineal negativa: los valores de y decrecen linealmente a medida que crece x. 


O| Correlación negativa x 
perfecta r = -1 


• Sin correlación: 


° 
е е ө ° 
° ° 
ө e° ° ө е ° Oo 
е e. ° ° ө ° ° 
Sin correlación x 
r=0 


b. Los puntos se ajustan a una curva: la correlación es curvilínea. 
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47. Lectura, análisis e interpretación de gráficos de dispersión 


Test de comprensión 

11. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. Toda correlación entre dos variables ¿es siempre lineal? No. 
b. Si о, = 0,5 лу = Зх 2 ¿es cierto que 0,, = 0,75? Sí. 

АрАр с. Si y - 3x = —2х + 2, ¿la correlación es negativa? No. 


12. Observen la siguiente tabla. Luego, resuelvan y marquen соп una Х la respuesta correcta. 


ol | o| > 


3 
5 
6 
7 
8 


a. ¿Cuál es el coeficiente de correlación entre ambas variables? 


Y 


.081 x 0,51 E -0,61 Е 


b. ¿Cómo es la correlación? 


+ Lineal positiva. х * Lineal negativa. ` No lineal. l 


c. ¿Cuál es la ecuación de la recta de regresión? 


+у=х+1,9 ey=0,77x+1,9| x ey=-0,77x+1,9 


d. ¿Cuál es el gráfico correspondiente a la recta? 
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13. Clasifiquen las variables en discreta o continua. 
a. Cantidad de socios de un club. discreta 


b. Cantidad de goles obtenidos por Argentina en 
el último mundial de fútbol. discreta 


c. La velocidad del viento. continua 
d. Tiempo de duración de un espectáculo. continua 
e. Cantidad de habitaciones en un hogar. discreta 


f. Cantidad de milímetros de agua caídos en las 
últimas lluvias. continua 


14. Resuelvan. 


a. Escriban el espacio muestral asociado a la 
posición de tres llaves térmicas [0 (apagado); 
1 (encendido)] en un tablero eléctrico. 


b. Completen la tabla correspondiente a la función 
de probabilidad asociada a la variable aleatoria 
v(x): cantidad de llaves apagadas en el tablero. 


X 


Т 


с. Escriban el recorrido de la variable aleatoria. 


d. Calculen la probabilidad de que, como máximo, 


dos llaves estén encendidas. с. (0, 1,2, 3) d. 7/8 
а. О = {(0;0;0); (0;0;1); (0;1;0); (0;1;1); (1:00); (1;0;1); (1;1;0); (1;1;1)} 


15. Observen el siguiente diagrama de árbol у 
respondan. 


[ [0] [o] 
8 кш sm 
[5] al 


а. Escriban el espacio muestral. o = ((1,0); (1,3); (1,5)... 


b. ¿Cuál es la probabilidad de que ambas compo- 
nentes sean múltiplos de 5? 1/9 


c. Completen la tabla correspondiente a la función 
de probabilidad asociada a la variable aleatoria 
v(x): cantidad de componentes múltiplos de 5. 


' MENE 
P(x) 6/9 


а. Calculen Р(х > 0). 7/9 


Temas 44 - 45 - 46 - 47 


16. Calculen P(a), sabiendo que P(x) es función de 
probabilidad, Rv = (a, b, c) y P(b) + P(c) = 0,65. 
Р(а) = 0,35 
17. Lean atentamente у resuelvan. 
Se arrojó un dado 20 veces. Se registró la cantidad 
de veces que salió cada número y se obtuvieron los 
siguientes resultados: 
4 6; 2; 6; 1; 6; 5; 5; 2; 6; 3; 2; 3; 1; 6; 4; 5; 6; 6; 4 


a. Completen la tabla. 


b. Calculen la media, la mediana y la moda. 


с. Calculen el coeficiente de variación. v= 42,6% 


d. Indiquen si la distribución es bastante homo- 
génea. Poco homogénea. 
b. media = 4,15; mediana= 4,5; moda = 6 
18. Observen la siguiente tabla y calculen el valor 
de k, sabiendo que la media es 2,5. 


|= |м | сл 


19. Lean atentamente y resuelvan. 
En una caja hay arandelas de distinto espesor. 


X: espesor en mm 


a. ¿Cuántas arandelas contiene la caja?50 arandelas. 
b. Indiquen el valor de la mediana. m, = 3,2 mm 
c. ¿A qué intervalo pertenece la moda? m, = [3; 4) 


d. Realicen un histograma. A cargo del alumno. 


159 


20. Calculen lo pedido sabiendo que la ecuación 23. Lean atentamente y resuelvan. 
de la recta de regresión es y – 1= Зх - 2. La siguiente tabla relaciona el diámetro interno de 
а.Х= 2/3 una tubería hidráulica y la velocidad de circulación 
del agua. 
b.y= 1 
о е x: diámetro interno v: velocidad de circulación 
C. ‹ Positiva. " 
¿es p 9 de la tubería (m) del agua (m/s) 
o$, 
Traco| 21. Reúnanse con un compañero y hallen el 
valor de "а” según lo pedido en cada caso. 
a. Que y = (-2a - 3)x + 5 no corresponda a una 
recta de correlación. а = -3/20а= -1,5 
auey – 1 = 2х – аїепдаах = 5. а=10 
c. Que y – (-3a + 1) = 3 (х - 5) tenga a y = 7. a= -2 
Fuente: https://molecor.com/es/calculos-hidraulicos-diseno-redes 
22. Observen la siguiente tabla y realicen lo pedido Ed Е 
9 y p a. Calculen el coeficiente de correlación. г= 0,99 = 1 
en cada caso. 
b. Indiquen qué tipo de correlación vincula ambas 
r з variables. Positiva perfecta. 
с. Hallen la ecuación de la recta de regresión V, en 
2 3 función de x. Aproximen a los centésimos. 
3 - d. ¿Cuál es la velocidad de circulación esperable 
4 0 para un diámetro de 400 ст? v=1,55 m/s 
5 28 е. Hallen la ecuación de la recta de regresión de х, 
en función de v. x= 4,23 v- 2,56 
a. Hallen la ecuación de la recta de regresión. £. Si la velocidad de circulación del agua es de 
b. Grafiquen en el sistema de ejes el diagrama de 1,2 m/s, ¿cuál es el diámetro interno esperado 
dispersión y la recta de regresión correspondiente de la tubería? х = 2,51 т 
a la tabla. c. V = 0,24 x + 0,59 
24. Resuelvan sabiendo que el coeficiente de 
correlación entre dos variables es 2. (a + 3). 
a. Hallen los posibles valores de "a" para que la 
correlación sea positiva perfecta. а = -2,5 
b. Hallen los posibles valores de "a" para que la 
correlación sea negativa perfecta. а - -з,5 
a. y =-2,1x+7,9 
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Distribuciones continuas 


En el caso de que la variable aleatoria sea continua, no se puede calcular la probabilidad exacta de ningún 
valor particular; solo se puede determinar la probabilidad de que un valor de la variable pertenezca a un inter- 
valo determinado. 


Toda variable aleatoria continua x tiene una curva asociada a ella llamada función de densidad de probabilidad 
de la variable o función de densidad. La probabilidad de que x tome un valor comprendido entre a y b es igual 
al área bajo la curva en ese intervalo. 


Propiedades de la función de densidad 
1.f(x)> 0 


2: | f(x) dx = 1 
3. P(a < x< b) = IN f(x) dx 


0 a b x 


El tiempo de espera máximo para hacer una consulta telefónica es de 5 minutos, 

pasado ese tiempo hay que volver a llamar. 

Se define la variable aleatoria x: tiempo de espera en minutos. 

a. ¿Cuál es la probabilidad de que el tiempo de espera sea exactamente de 2,25 minutos? 
P(x = 2,25) = 0, ya que es prácticamente imposible medir ese tiempo con precisión. 

b. ¿Cuál es la probabilidad de que el tiempo de espera sea menor de 3 minutos? 

Se calcula P(0 < x < 3). 


Se define f: [0; 5] >R / f(x) = = e 


Se verifica que es una función de densidad: 


' _3 
1.0.2 0, xe [0; Sis x > 0 


2 s ed 1 
о 125 125 lo 


x 
3. P(0 < x < 3) =— 


125 === = 0,216 


з _ 27 
|, 125 


Por lo tanto, f(x) es una función de densidad. 
La probabilidad de esperar menos de 3 minutos es: 0,216. 


Ingresen a puerto.pub/fcdensi * para mirar un video 
acerca de la función de densidad. 

* Enlace acortado de https: //es.khanacademy.org/math/ 
statistics-probability/random-variables-stats-library/ran- 
dom-variables-continuous/v/probability-density-functions 
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48. Distribuciones continuas 


Test de comprensión 
25. Respondan y expliquen las respuestas. 


а. Si f: [0; 30] —R / f(x) = — х, ¿f(x) es una función de densidad? Sí. 
bi Six eli 5], ¿P(x=2,4) = 02 sí. 
ApAp| е. ¿Es cierto que P(a < x < b) ғ Р(а < x < b)? No. 


26. 0bserven la siguiente gráfica, sabiendo que corresponde a una función de densidad y respondan. 


h (altura) 


o 
> e 
х 

х 


a. ¿Qué característica presenta la variable aleatoria en [x,; x,]? 


Es constante. 


b. Calculen el área del rectángulo sombreado. 


_Área=1 


c. Dado x, = 2 y x, = 5: 


• ¿Cuál es el valor de la altura del rectángulo? h=1/3 

• Completen para que f(x) sea una función de densidad. f(x) = — entre [2; 5] 
• Calculen P(3 < x < 5) 2/3 

• Calculen P(x, < x < Xy) А 


К Xo FX 
• ¿Cuál es el valor de Р(х < 2%) 


27. Hallen el valor de "а" рага que y = ах — 1 sea una función de densidad en [1; 5]. 


a=5/12 


28. Tengan en cuenta la función f(x) = sen x; x e lo; Ш y resuelvan. 
a. Demuestren que es una función de densidad. 
-cos 1/2 + соз. 0 = 1 
b. Calculen Рх > z), 
УМ? 
с. Calculen p| 


02/2 -0,5 


4 3) 


160  caríruLo8. Probabilidad y estadística 


Distribución normal. Esperanza matemática 


> SABERES DINÁMICOS 


Esperanza 0 media aritmética de la variable aleatoria continua 
Corresponde al valor medio de los posibles valores que pueda tomar la variable aleatoria. 
E(x) = p = J? x. f(x) dx, siendo f(x) la función de densidad definida en [a; b]. 


Para variables aleatorias discretas, se define: x = E(x) = y х, . р(х), siendo P(x) la función de probabilidad. 
i=1 


La longitud de ciertos tornillos (en centímetros) es una variable aleatoria con la siguiente 
función de densidad: 


К) = (эё +4х-3)51хє[1; 3]= a (=x? + 4х — 3) dx = 2 
4 1 4 


La longitud promedio de los tornillos es 2 cm. 


Varianza de una variable aleatoria continua 


La varianza de una variable aleatoria continua X, cuya función de a 
densidad f(x) está definida en [a; b], se calcula de la siguiente manera: v(x) = v = [ (х— p)? f(x) dx 


Desvío tipo o estándar: o=yv 


Distribución normal 


Llamamos variable aleatoria normal a una variable aleatoria X con i TEENE 
media aritmética u y desvío estándar o, cuya función de densidad es: f(x) = a егт 5) 


Para indicar que X es variable aleatoria normal, se simboliza: X ~ N(p;0). 
La distribución normal tiene forma acampanada; la gráfica recibe el nombre de Campana de Gauss. 


f(x) 
• Es simétrica respecto a la recta x = р. 


* Tiene máximo еп x = џ. 

• Los valores u — сур + с son las abscisas de los puntos 

de inflexión. 

* El 68% de los valores pertenecen al intervalo (и — ©; u + o). 

* El 95% de los valores pertenecen al intervalo (и - 20; u + 20). 
* El 99,7% de los valores pertenecen al intervalo (u - 30; yu + Зо). 


u-304-20 -0 H +o р+2ср+Зс х 
|4—68%—>] 

<4—— s 

a— 09,7% — 


El peso de los deportistas varones de un determinado club se puede aproximar por una 
variable aleatoria con distribución normal, de media 74 kg y desviación estándar de 6 kg. 
Se verifica que: 

- el 68% del peso de los deportistas varones se encuentra entre 68 kg y 80 kg. 

- el 95% del peso de los deportistas varones se encuentra entre 62 kg y 86 kg. 

- el 99,7% del peso de los deportistas varones se encuentra entre 56 kg y 92 kg. 


Áreas dinámicas [Matemática y Física] 


La curva de Maxwell, dentro del campo de la física, indica cuántas partículas de gas se mueven a una velocidad 
determinada. Esta distribución muestra que la mayoría de las partículas se mueven a una velocidad alrededor 
del promedio, característica propia de la distribución normal. 
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49. Distribución normal. Esperanza matemática 


Test de comprensión 
29. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. ¿Es cierto que и corresponde al valor máximo de la Campana de Gauss? sí. 
b. La esperanza matemática ¿se calcula solo para una variable aleatoria discreta? No. 
АрАр с. Sip = 2уо = 0,5, los valores comprendidos entre (1; 3) ¿representan el 68% de la muestra? No. 


30. Lean atentamente y resuelvan. 
La altura que alcanza un determinado tipo de árbol sigue una variable aleatoria con función de densidad: 


f(x) = 35 y x e (1; 5) 


a. Verifiquen que f es una función de densidad. 25/24 - 1/24 = 1 


b. Calculen u. 3,44 


31. Marquen con una X la respuesta correcta. 
a. Sip = 0,2 y o = 0,5, el 68% de la muestra está comprendida entre: 
e (-0,3; 0,7)| x • (0,3; 0,7) | (-0,3; 0,5) 


b. Si f(x) = = y x e (5; a), el valor de "а" para que f sea una función de densidad es: 


• 1 2 210 х 


с. Si f(x) = х y x є (2; 6), entonces el valor de y es: 


.433 x “5 e 5,33 ll 


d. La gráfica con mayor desviación estándar es (en todos los casos y es la misma): 


A AAN 


q— TF 


X 


32. Indiquen el valor de y y o correspondiente a la siguiente función de densidad de distribución normal. 
1 -1% 
f()=—e = 
i Үл 


жае 


Un jugador lanza un dado. Si obtiene 1 o número primo, gana tantos puntos como 100 veces el valor que marca el dado; en 
caso contrario, pierde tantos puntos como 100 veces el valor que marca el dado. Calculen la esperanza matemática. 16,66 
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50. Distribución normal estándar 


»- SABERES DINÁMICOS 


Sip = бу ø = 1, se denomina variable aleatoria normal estándar y se simboliza: Z : N(O;1). 


1 12? 


{(х) = m .e 2: 


P(x < k) = P(z < E) 


Las probabilidades asociadas a esta distribución se encuentran tabuladas para facilitar el cálculo. 
¿Cómo se utiliza la tabla? 


e P(z < 0,62) = 0,7324 


[0,7257 | 0,7291 | 0,7324 | 0.7357 | -~ | 


k = 0,62 


e P(z > 0,62) = 1 — P(z < 0,62) = 1 – 0,7324 = 0,2676 
0,62 
e P(Z<-0,62) 
Сото la curva es simétrica, la P(z < -0,62) = Р(2 > 0,62) = 0,2676 
-0,62 
Ë —0,62 | ” 
„ P(0,55 < z < 1,23) = P(Z < 1,23) - P(z < 0,55) 
= 0,8907 - 0,7088 = 0,1819 
0,55 1,23 


e P(z > —0,62) = Р(2 < 0,62) = 0,7324 


Tabla de distribución normal estándar (acumulada) (la tabla completa está en página 175). 


703] 06915 | 0.6959 | 6985 | 07019 | 0,754 [07098 | .. | 


wass 
0.8849 | 0,8869 | 08888 | [08925 [os94 | . _ 


La temperatura promedio máxima estipulada durante el mes de septiembre en CABA 


es de 18 °С y la desviación estándar, de 2 °С. 
¿Cuál es la probabilidad de que la temperatura esté por debajo de los 15 °С? 


Р(х < 15) = Р[2-28) = P(z < -1,5) = PZ > 1,5) = 1 — Р(х < 1,5) = 1 — 0,9332 = 0,0668 


Toda distribución normal N(u;o) se puede estandarizar de la siguiente manera: 
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ACTIVIDADES СС“ 


50. Distribución normal estándar 


Test de comprensión 
33. Respondan y expliquen las respuestas. 

а. ¿Es cierto que P(z > -1,15) = Р(2 < 1,15)? Sí. 

b. Si Z : N(0;1), la varianza ¿puede ser distinta de 1? No. 
ApAp| е. Si P(x < 70) = P(Z < 0,8) y o = 5, ¿es cierto que и = 66? Sí. 


34. Completen con el signo o número correspondiente en cada caso. Luego, calculen la probabilidad. 


a. 1 - P(z < 0,5) = Р(2[>]0,5) = с.Р(21<1,5) =2.Р( o |<2< 15) = 
0,3085 -0,8664 

b. P(z < 1,25) - P(z<0)=P( o |<7< 125) = d.P(z>-2)=P(z[<] 2 )= 

0,3944 0,9772 


35. Calculen el valor de a en cada caso. 


a. P(Z< a) = 0,7704 c. P(0,5 < z < a) = 0,2417 
a = 0,74 a=1,5 

b. P(z > a) = 0,0668 d. P(z - 1 > a) = 0,30854 
а=15 а= -05 


36. Completen y calculen teniendo еп cuenta Іа siguiente distribución normal: N(18;2,5). 


a. Р(х< 16) = P(z< -08) =, 0,2119 c. P(15 < x < 19) = P( 
b.P(x>21) = Р(2> 12 )=| 01151 d.1 - P(x >16) = P(z <|- 


2 |<25 04 ) 


8)=| 021186 


Га) 


37. Lean atentamente y resuelvan. 


a. La vida útil de una determinada marca de electrodoméstico es una variable aleatoria normal con y = 7 
(en años) y una varianza de 0,25. Calculen la probabilidad de que el electrodoméstico dure más de 8 años. 


P(z > 2) = 0,02275 


b. La talla promedio (en cm) de una población de mujeres cuenta con distribución normal: N(160;10). 


• Calculen la probabilidad de que una mujer mida menos de 160 ст. 0,5 


• Calculen la probabilidad de que mida entre 150 cm y 170 ст. ов 


• ¿Qué porcentaje de la población se distribuye entre 140 cm y 180 cm? 95% 


c. El tiempo estipulado para rendir un examen final está distribuido normalmente con una media de 80 minutos 
y desviación estándar de 10 minutos. ¿Cuál es la probabilidad de que un estudiante complete el examen en 


menos de una hora? 0,02 


| pnm ЕЕЕ 


La variable aleatoria N(L6;3) corresponde a un grupo de datos, de los cuales 450 son menores que 13. Calculen la cantidad total de datos. 
2848 
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Distribución binomial 


Variable aleatoria binomial de una variable aleatoria discreta 


Llamamos variable aleatoria binomial B a una variable aleatoria discreta que expresa el número de éxitos 
obtenidos en cada prueba de un experimento. 

Cumple con las siguientes condiciones: 

• Solo son posibles dos resultados: "éxito" o "fracaso". 

* La probabilidad del suceso "éxito" es constante, es decir, que no varía de una prueba a otra, y se representa por p. 
• La probabilidad de "fracaso" es q = 1 - р. 

• El resultado obtenido en cada prueba es independiente de los resultados obtenidos anteriormente. 

• La probabilidad de obtener k éxitos en un experimento que se repite n veces es: 


Binip) = (y) в“. (1 -p 


La probabilidad de elegir en la góndola del supermercado una lata de conserva que esté abo- 
llada es 0,1. Si se extraen 3 latas al azar, ¿cuál es la probabilidad de que dos de ellas no estén 
abolladas? В(2;3;0,9) = (2). 0,92. 0,1 = => zr- 0,81. 0,1 = 0,243 

Se arroja un dado tres veces consecutivas. ¿Cuál es la probabilidad de obtener un múltiplo 


de 3 las tres veces? в[з;3;2) = (5) : E i E = = = 0,037 


Esperanza matemática de la distribución binomial 


Se tira una moneda equilibrada 3 veces sucesivas. 
Se define la variable aleatoria x: cantidad de veces que sale cara. 


i 3:2) (3) Ay [1—1 
• Puede ser que ninguna vez salga cara. B(0; 3; 2) = (2) А (5) š (5) =3 
3:2) - F) Ay (1—3 
• Puede ser que una vez salga сага. Bl1; z 2) = (5) А (5) ; (5) =3 
3:2) - F) My My_3 
• Puede ser que dos veces salga cara. B(2; ЭЗ; 2) = E 2 (5) А (5) = 5 
3:2) (3) Ap [1—1 
• Puede ser que las tres veces salga cara. B(3; 3; 2) = (5) š (5) ; (5) =3 
El número medio de veces esperable de que la moneda salga cara es: 
1 3 3 TL 12? 3 
p=0.7+1.7+2.7+3.7= 3 =3=15 
En el caso de la distribución binomial, también se puede calcular utilizando la expresión: u =n. р 


А А 1 
En el ejemplo anterior, р = 3. > 2 


Га desviación estándar de la distribución binomial se calcula mediante la fórmula: о = vn. p.q 


Tabla de distribución binomial. B(x;n;p) = B (2;3;0,4) = 0,2880 (la tabla completa está en página 176). 


cata Ni 
r 
Bo | 9703 [5а | 7290 | вааз | 5120 | 4235 | 3230 | 2963 | эге | 2589 1664 | 2327 
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ГЕТО ------------------------------------------------------------------------- 


51. Distribución binomial 


Test de comprensión 
38. Respondan y expliquen las respuestas. 
a. p = 0,1 y q = 0,7 ¿corresponde a una distribución binomial? No. 
b. B(2;6;0,1) ¿es igual a 0,014? No. 
АрАр с. Si en una distribución binomial o = 0,9487 ур = 0,1, ¿es cierto que n = 102 sí. 


39. Calculen las siguientes probabilidades sabiendo que corresponden a una distribución binomial. 
Utilicen la tabla de la página 176. 


a. B(3;6;0,15) = 0,0415 c. B(2;2;0,5) = 


b. B(1;4;0,2) = 0,4096 d. В(4;7;0,05) = 0,0002 


40. Tengan en cuenta que la tabla de distribución binomial contempla hasta p = 0,5; Para recordar „pág. 173 
completen y calculen. 


а. В(1;4;0,9) = В(3;4; ол )= 00036 
.В(2;6;0,7) = B(4; 6 оз) = 20,0595 
B(3:9:08)=B( 6 | ° 02) = одо 

41. Sabiendo que В(К;п;0,4), calculen el valor де k y п en cada caso. 

a. (2) 04°. 0,6 n=7k=2 

b. В(К;п;0,4) = 0,2880 _n=3:k=2 


42. Calculen el valor pedido en cada caso sabiendo que corresponden a variables aleatorias con 
distribución binomial. 


a. р = 0,28; n = 7; p = 0,04 c. P(1; 5; 0,2) = Р(4; 5; х); х= оз 


Ъ.р=0,8;0= 4; п = 100 4.0 = 1,025; = 1,5;р= aa q= nz 


43. Lean atentamente y respondan. 
Un examen de opción múltiple consta de 6 preguntas con 4 respuestas posibles para cada una de ellas. 
Una sola opción es correcta. Un estudiante completa al azar marcando las respuestas aleatoriamente. 


a. ¿Cuál es la probabilidad de elegir la opción correcta? р = 0,25 


b. Calculen la probabilidad de que no acierte ninguna pregunta. _B(0;6;0,25) = 0,1780 


c. Calculen la probabilidad de que acierte 4 preguntas. в(4;6:0,25) = 0,0330 


d. Calculen la probabilidad de que acierte más de 3 preguntas. 


e. Calculen la probabilidad de que acierte todas las preguntas. 


B(6:6;0,25) = 0,0002 
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51. Distribución binomial 


д4. Calculen sin usar la tabla; luego, verifiquen el resultado. 


a. B(4;6;0,4) = (0). 04* 0,62 = 013824 
B(2;5;0,7) = (5) -0.7.0.8 = 04323 


В(1;3;0,2)= (3 02 082= 0.3840 
В(0;2;0,6) = (2) ое 0,42 = 0,1600 


45. Utilizando la tabla, calculen los valores pedidos en cada caso. 
a. л = 0,0046 k= 0 n= 9 ‚Ч=| 0,55 
. P(3;5;p) = 0,0879 D= 025 ;q=| 075 
. P(4;5:p) = 0,0412 p=| 13 [q=| 23 
р(к;5;0,05) = 0,0214 к= 2 | 


46. Lean atentamente y resuelvan. 
Una caja contiene tres bolitas negras y dos rojas. Se considera la variable aleatoria que cuenta la cantidad 
de bolitas negras obtenidas al sacar tres bolitas sucesivamente. 


a. ¿Corresponde a una distribución binomial? ¿Por qué? 


b. Si luego de cada extracción, se repone la bolita, ¿corresponde a una distribución binomial? ¿Por qué? 


Sí, porque no varía la probabilidad. 


c. Tengan en cuenta el caso anterior y calculen la probabilidad que de las tres, solo dos sean negras. 


B(2:3:0,6)= 0,4320 


47. Lean atentamente y respondan. 

Según la Encuesta Anual de Hogares (2019), de la Dirección General Estadísticas y Censos, sobre una 
proyección de 3 075 646 residentes еп la Ciudad de Buenos Aires, 424.439 personas nacieron en otro país. 
Fuente: https://www.buenosaires.gob.ar/gobierno/migracion-en-la-ciudad+t:=:text=En%20la%20Encuesta%20Anual%20de,%25%20 


cuenta%20con%20residencia%20permanente%2D 
a. ¿Cuál es la probabilidad de que al elegir una persona al azar, sea extranjera? 


p=0,14 


b. ¿Cuál es la probabilidad de que al elegir 5 personas al azar, 2 sean extranjeras? 
B(2:5:0,14) = 0,1246 

c. ¿Cuál es la probabilidad de que al elegir 5 personas al azar, ninguna sea extranjera? 
-B(0;5;0,86) = 0,47042 

d. Calculen el número medio esperable de que sea extranjero. 


4=5.0,14=07 
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51. Distribución binomial 


48. Lean atentamente, completen las tablas y grafiquen. 
En un control de calidad se detectó que una máquina fabrica un 20% de tornillos defectuosos. Se eligen al 
azar una cantidad de tornillos y se cuenta la cantidad de defectuosos. 


a.n=2 


n=2 
: : 07 
X: cantidad de tornillos defectuosos B(k;n;p) 06 
05 
В(0;2;0,2) =064 7, 
В(1;2;0,2) = 032 a 
B(2;2;0,2) = 0,04 шщ 
0 0,5 1 1,5 2 2,5 
b.n=3 
x: cantidad de tornillos defectuosos B(k;n;p) tes 
В(0;3;02) = 0,512 0% 
B(1;3;0,2) = 0,384 04 
03 
B(2;3;0,2) = 0,096 0,2 
0,1 


8(3;3;0,2) = 0,008 


0 0,5 1 


1,5 2 2,5 
c.n=4 


x: cantidad de tornillos defectuosos B(k;n;p) 


B(0;4;0,2) = 0,4096 


В(1;4;0,2) = 0,4096 
B(2;4;0,2) = 0,1536 
B(3;4;0,2) = 0,0256 


В(4;4;0,2) = 0,0016 


1;5;0,2) = 0,4096 
2;5;0,2) = 0,2048 
3;5;0,2) = 0,0512 


4;5;0,2) = 0,0064 


5;5;0,2) = 0,0003 


e. Si la cantidad de tornillos elegidos es cada vez mayor, ¿a qué tipo de distribución se acerca la binomial? 
(p > 0,1 y q > 0,1). _ Tiende ala distribución normal 
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Inte 


ración final 


49. Resuelvan. 


a. Grafiquen f(x) = > x+ 1, x€ [0; 2]. 


b. Demuestren que es una función de densidad. 
c. Calculen P(x < 1). 3⁄4 


а. Encuentren el valor medio esperable. р = 2/3 
b. -1/4.4+2=1 
50. Resuelvan. 


a. Dada f(x) = žy 0 < x < 10, hallen el valor de a 


para que sea una función de densidad. a = 50 
b. Calculen P(2 < x < 5). 0,21 


с. Encuentren la esperanza matemática. џ = 6,66 


51. Lean atentamente y resuelvan. 

Un candado contiene una clave numérica 
compuesta por tres dígitos iguales o distintos 
(incluido el 0). 

x: cantidad de veces que aparece el 1 en la clave. 


а. Calculen Р(1). 0,243 


b. Completen la tabla. 


x: cantidad de 1 EEN ES 3 


0,729 0,243 | 0,027 


c. La variable aleatoria ¿es continua o discreta? 


Р(х) 


а. Comprueben que Р(х) es una función de proba- 
bilidad. 0,729 + 0,243 + 0,027 + 0,001 = 1 


e. Marquen con una X la opción correcta. 
La distribución es: 


• Normal. 


• Binomial. x 
• Ninguna de las dos. 


с. Discreta. 


52. Completen con el valor correspondiente en 
cada caso. 


а. N(15;3) y P(Z < 0,4); P(x < 
b. P(z < За - 2) = 0,8461; a = 
с. Р(2,4<2< 3,25) =) 0,0076 


а. P(IZ| < 2) = 


16,2 


1,006 


53. Lean atentamente y respondan. 


a. El valor promedio calculado de la presión 
arterial sanguínea en una población adolescente 
de ambos sexos es de 108 mm de Hg, con una 
desviación estándar 14 mm de Hg. 


• ¿Qué porcentaje de la población tiene una presión 
comprendida en el intervalo (94; 122) 68% 


• Calculen P(108 < x < 122) 0,3413 


b. La longitud (en cm) de los tornillos fabricados 
por una máquina sigue una distribución normal: 
N(1,75;0,1). 


• Calculen la probabilidad de elegir un tornillo con 
una longitud mayor que 1,5 cm. 0,99379 


• Calculen la probabilidad de que la longitud esté 
comprendida entre 1,65 cm y 1,85 cm. 0,68 


54. Escriban la función de la densidad normal 
conociendo н y O. 


а.р= 2уо=0,5 Атти 

De 

b.p=0y0=1 (pre 
J 


55. Lean atentamente y respondan. 

Numerosos estudios han demostrado que iniciar 

el consumo de tabaco a una edad temprana en la 
adolescencia sería un fuerte predictor del consumo 
de tabaco en la edad adulta. Entre un 25% y un 50% 
de los adolescentes experimentadores terminarán 
convirtiéndose en fumadores habituales en la 

edad adulta (que trae aparejado un perjuicio para 

la salud), con mayor consumo de cigarrillos, más 
años de consumo y mayor riesgo de recaída en el 
proceso de deshabituación. La edad de inicio del 
consumo de tabaco en los varones es de 15 + 4 


años, y de 17 + 5 años en las mujeres. 
Fuente: https://www.elsevier.es/es-revista-atencion-primaria-27- 
articulo-edad-inicio-el-consumo-del-13075481+t:=:text=De%20 
los%202.801%20fumadores%20estudiados,4%20 
а%С3%В105%20епіге%201а5%20тијегеѕ. 

а. Calculen la probabilidad de que un varón 


comience a fumar antes de los 13 años. 0,3085 


b. Calculen la probabilidad de que una mujer 
comience a fumar después de los 20 años. 0,2743 


CyRes 


CyRes 
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56. Marquen con una X la respuesta correcta. 
а. В(1;2;0,4) = 
+ 0,48 X 
- 0,36 
-0,16 
b. В(3;5;0,7) = 
· B(2;3;0,7) 
. B(2;5;0,7) 
-В(2;5;0,3) (х. 
с. В(1;3;р) = 0,2430 
-q=0,1 [О] 
- q = 0,01 
4=00 [у] 


57. Calculen lo pedido en cada caso sabiendo que 
corresponde a una variable aleatoria binomial. 


a. n = 25; p = 0,2. Calculen u. р=5 

b. n = 100; q = 0,7. Calculen o. o= 4,58 

с. (7 . 0,6% . 0,45. Calculen u y O. џ= 3; о = 1,0954 
d. о = 1,0247; q = 0,7. Calculen n. n=5 


58. Observen la siguiente tabla correspondiente a 
una distribución binomial y resuelvan. 


шш Г 
Т | 


а. Hallen el valor de a. 0,001 


b. Utilizando la tabla, hallen el valor de n y de p. 
с. Indiquen el valor de q. q= 0,9 


d. Calculen la esperanza matemática. 0,3 
b.n=3;p=0,1 


59. Lean atentamente y resuelvan. 
Se lanza un dado 4 veces. 
x: cantidad de veces que sale el 3. 


a. Calculen la probabilidad de que no salga 3. 


b. Calculen el número promedio de veces esperado 


de que salga 3. 0,666 
a. 0,4822 


бо. Lean atentamente y resuelvan. 


a. Un tratamiento contra una enfermedad produce 
mejoría en 7 de cada 10 enfermos a los que 

se les aplica. Si se suministra el tratamiento 

a 4 pacientes, calculen la probabilidad de: 


• que los 4 mejoren. 0,24 
• que З de ellos no experimenten mejoría. 0,0756 


b. Según el sitio "Luchemos por la Vida" el uso del 
casco en la Ciudad de Buenos Aires en motocicletas 
y ciclomotores (año 2008) es del 65%. 

Se controlan al azar 10 motociclistas. Calculen: 


• la probabilidad de que 7 de ellos no lleven 
Casco. 0,0212 


• la probabilidad de que 3 lleven casco. 0,0212 


• la cantidad esperable de motociclistas con 
Casco. 6,5 


c. Se arroja una moneda equilibrada 500 veces. 
x: cantidad de veces que sale cara. 


• Calculen la desviación estándar. 11,18 


d. Se lanza un dado equilibrado 20 veces. Calculen 
el número promedio esperado de veces: 


e que salga el 3. 10/3 =3,33 
• que salga un número par. 10 
• que salga un 2 o un З. 20/3 =6,66 


• que salga cualquier número menos el 1. 
50/3 = 16,6 


CyRes 
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p d Explicaciones de temas de años anteriores que pueden ser 
d [d pe C 0 [ d [ útiles para resolver algunas actividades de este capítulo. 


Probabilidad de un suceso 


S: suceso aleatorio. 
E = 0 (espacio muestral) 


La probabilidad de que un suceso ocurra es: 


número de casos favorables _ #5 
(9) == == A 
número de casos posibles #Е 


0<Р(5) < 1 


Factorial de un número natural 
йї =n.(n-1).(n-2).(n-3).. 1 paran>0 
1 paran=0 


Definición por recursión. 
A 
0! =1 


Número combinatorio 
ny n! 
(ю) “Ru (п-к) 


| 6 6! 6 6.5.4 
Ejemplo: (2) =576 57 aa ож 19 


Propiedades de los números combinatorios. 
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Autoevaluación PPE 


Marquen la opción correcta 


61. Lean atentamente y resuelvan. 
La perinola es un trompo que tiene 6 caras con distintas escrituras: "Тота 1”, “Toma 2”, “Toma todo”, 
“Pon 1”, “Pon 2” y “Todos poner”. 


a. ¿Qué tipo de variable aleatoria es x (cantidad de veces que sale “Toma todo”) en una determinada 
cantidad de tiradas? 


O) Continua. Сх) Discreta. (O) Ninguna de las dos. 
b. ¿Cuál es la probabilidad de que al girar la perinola salga “Toma todo”? 
Оз O+ ®t (Ninguna de las anteriores. 


c. Si se gira 5 veces seguidas la perinola, ¿cuál es la probabilidad de que "Toma todo" salga 2 veces? 
69 0,16 (O) 0,26 (O) 0,36 С) Ninguna de las anteriores. 


62. Observen la siguiente tabla y resuelvan. 


: MO 


х RECAEN 


a. ¿Cuál debe ser el valor de a para que P(x) sea una función de probabilidad? 


O 0,4 (60 0,375 (O) 0,35 (O) Ninguna de las anteriores. 


b. Si P(x) corresponde a una distribución binomial, ¿cuál es el valor de p? 
60 0,25 (O) 0,30 (00,35 (Ninguna de las anteriores. 


63. ¿Cómo debe ser el coeficiente de correlación para analizar si existe correlación lineal entre dos 
variables x? 


Or>1 Qr=0 Œlristar#0 Ninguna de las anteriores. 


64. Lean atentamente y resuelvan. 


Las pulsaciones normales de un adulto en movimiento realizando un deporte de alto rendimiento se 
distribuyen normalmente con una media de 175 latidos por minuto y una desviación estándar de 25. 


a. ¿Cuál es la probabilidad de que las pulsaciones sean mayores que 180? 
(00,6915 (00) 0,42074 (0,8849 Ninguna de las anteriores. 


b. ¿Entre qué valores oscilan las pulsaciones del 68% de la población de adultos en movimiento que 
están realizando un deporte de alto rendimiento? 


60 (150; 200) O (125; 225) O (100; 250) С) Ninguna de las anteriores. 
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TABLA DE DISTRIBUCIÓN NORMAL ESTÁNDAR (ACUMULADA) 


u = media | 
o = desviación estándar Р(7<7)= е Ë е2 dz 
Estandarización: z; = 222 iS 


с 


| 001 [| 002 | 003 | 004 | 005 | 006 | 007 | 008 | 

0,5000 

0,5398 

0,5793 

0,6179 

0,6554 

0,6915 

0,7257 

0,7580 

0,7881 

0,8159 
0,8413 
0,8643 
0,8849 
0,9032 
0,9192 
0,9332 
0,9452 
0,9554 
0,9641 


0,9772 
0,9821 
0,9861 
0,9893 
0,9918 
0,9938 
0,9953 


0,9713 


0,9965 
0,9974 
0,9981 
0,99865 
0,99903 
0,99931 
0,99952 
0,99966 
0,99977 
0,99984 
0,99989 
0,99993 
0,99995 


JE JE Siendo: 


0 
10% | e% 1 = a: nivel de confianza 
1645 а: nivel de significación 
1282 
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TABLA DE DISTRIBUCIÓN BINOMIAL 


P 
r 


1 
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Matemática 


Organización de los contenidos NAP (Núcleos de Aprendizajes Prioritarios) 


Organización de los capítulos 


З š NAP 
y contenidos del libro 
Capítulo 1: VECTORES Y En relación con la geometría y el álgebra 
FRACTALES ЖИЙ : n 1 
X. Vena La determinación de relaciones entre coordenadas (por ejemplo, distancia 
Жк 2 Би entre dos puntos, pendiente de una recta) de puntos del plano cartesiano 
2. Adición y sustracción de — Ñ 2 
кише: para resolver situaciones que requieran elaborar fórmulas. 


La interpretación y la determinación de las relaciones entre diferentes 
escrituras de la ecuación de la recta (explícita e implícita), y la 
anticipación de su representación gráfica si la situación lo requiere. 


3. Producto de vectores. 
Módulo de un vector. 

4. Ecuación vectorial de la 
recta. 

5. Noción de fractal. 


Capítulo 2: NÚMEROS 
COMPLEJOS 

6. El conjunto de los números 
complejos. 

7. Módulo de un complejo. 
Forma polar y 
trigonométrica. 

8. Adición y sustracción. 

9. Potencias de i. Cuadrado y 
cubo de un complejo. 

10. Multiplicación y división. 
11. Operaciones combinadas. 


Se presenta como contenido complementario. 
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Capítulo 3: FUNCIONES 


12. 


13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 


Función parte entera, por 
partes y valor absoluto. 
Función lineal. 

Función cuadrática. 
Función polinómica. 
Función racional. 
Función homográfica. 
Estudio de funciones. 


Capítulo 4: FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS 


19. 
20. 


21. 


22. 


Funciones trigonométricas. 
Interpretación y análisis de 
funciones trigonométricas. 
Funciones trigonométricas 
inversas. 

Ecuaciones 
trigonométricas. 


Capítulo 5: LÍMITES 


23. 
24. 
25. 
26. 
27. 


28. 


29. 


30. 


Concepto intuitivo de límite. 


Límite de una función. 
Propiedades de los límites. 
Límites infinitos. 
Indeterminaciones del tipo 
0/0. 

Indeterminaciones del tipo 
00/00. 

Continuidad de una 
función en un punto. 
Discontinuidades. 
Asíntotas. 
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En relación con el número y el álgebra 


El análisis de la relación entre la noción de distancia entre números y la de 
valor absoluto, considerando la representación de los números reales en 
la recta numérica. 


En relación con las funciones y el álgebra 


La modelización de situaciones extramatemáticas e intramatemáticas 
mediante funciones parte entera, definidas por partes y valor absoluto, lo 
que supone: 

° usar las nociones de dependencia y variabilidad, 

° seleccionar la representación (fórmulas y gráficos cartesianos) 
adecuada a la situación, 

° interpretar el dominio, el codominio, las variables, los parámetros y, si 
es posible, los máximos y mínimos y los puntos de discontinuidad de 
las funciones que modelizan, en el contexto de las situaciones. 

El análisis del comportamiento de las funciones valor absoluto, parte 

entera, definida por partes, racionales de la forma f(x) = g(x)/h(x) con h(x) z. 


En relación con la geometría y el álgebra 


La determinación de relaciones entre coordenadas (por ejemplo, distancia 
entre dos puntos, pendiente de una recta) de puntos del plano cartesiano 
para resolver situaciones que requieran elaborar fórmulas. 

El análisis y la determinación de las intersecciones entre rectas y curvas 
en términos analíticos y gráficos, acudiendo a recursos tecnológicos para 
construir los gráficos. 


En relación con las funciones y el álgebra 
La interpretación de las funciones seno, coseno y tangente expresadas 
mediante fórmulas y gráficos cartesianos, extendiendo las relaciones 


trigonométricas estudiadas al marco funcional. 
El análisis del comportamiento de las funciones trigonométricas. 


En relación con el número y el álgebra 


La aproximación a la noción de número real para los números V2, x y el 
número e, mediante la idea de convergencia de una sucesión. 


Capítulo 6: DERIVADAS 

31. Concepto de derivada. 

32. Derivación de funciones 
elementales. 

33. Derivación de funciones 
compuestas. 

34. Recta tangente y recta 
normal. 

35. Extremos relativos. 

36. Concavidad. 

37. Análisis y gráfico de 
funciones. 

38. Optimización. 

Capítulo 7: INTEGRALES 

39. Función primitiva. 
Integrales definidas. 

40. Integrales por sustitución. 

41. Integrales por partes. 

42. Integrales definidas. Regla 
de Barrow. 

43. Cálculo de áreas. 


Capítulo 8: PROBABILIDAD Y 

ESTADÍSTICA 

44. Variables aleatorias. 

45. Parámetros de posición y 
dispersión. 

46. Correlación lineal entre 
variables aleatorias. Recta 
de regresión. 

47. Lectura, análisis e 
interpretación de gráficos 
de dispersión. 

48. Distribuciones continuas. 

49. Distribución normal. 
Esperanza matemática. 

50. Distribución normal 
estándar. 

51. Distribución binomial. 


Eje: en relación con las funciones y el álgebra 


La modelización de situaciones extramatemáticas e intramatemáticas 

mediante funciones matemáticas, lo que supone: 

° interpretar el dominio, el codominio, las variables, los parámetros y, si 
es posible, los máximos y mínimos y los puntos de discontinuidad de 
las funciones que modelizan, en el contexto de las situaciones. 


Se propone como contenido complementario. 


Eje: en relación con las probabilidades y la estadística 


La interpretación y la determinación de la correlación lineal entre dos 
variables aleatorias en situaciones que impliquen la indagación de alguna 
asociación entre sus valores, permitiendo definir tendencias entre ellos. 
El análisis del comportamiento simultáneo de dos variables aleatorias en 
situaciones extramatemáticas, lo que supone: 

° considerar gráficos de dispersión o nube de puntos, 

° interpretar el significado de la recta de regresión (ajuste lineal y relación 
positiva o negativa) como modelo aproximativo del fenómeno en 
estudio. 

La evaluación de la probabilidad de un suceso para la toma de decisiones 

al analizar el funcionamiento de situaciones extramatemáticas (por 

ejemplo, los juegos de azar, de dados, de cartas, partidos de fútbol, 
procesos económicos, etc.). 

Se sugiere uso de recursos tecnológicos para el tratamiento de todos los 

saberes de este eje. 
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Organización de los contenidos provincia de Buenos Aires 


Organización de los capítulos 
y contenidos del libro 


Capítulo 1: VECTORES Y 
FRACTALES 
1. Vectores. 
2. Adición y sustracción de 
vectores. 
3. Producto de vectores. Módulo 
de un vector. 
4. Ecuación vectorial de la recta. 
5. Noción de fractal. 


Capítulo 2: NÚMEROS 
COMPLEJOS 
6. El conjunto de los números 
complejos. 
7. Módulo de un complejo. 
Forma polar y trigonométrica. 
8. Adición y sustracción. 
9. Potencias de i. Cuadrado y 
cubo de un complejo. 
10. Multiplicación y división. 
11. Operaciones combinadas. 
Capítulo 3: FUNCIONES 
12. Función parte entera, por 
partes y valor absoluto. 
13. Función lineal. 
14. Función cuadrática. 
15. Función polinómica. 
16. Función racional. 
17. Función homográfica. 
18. Estudio de funciones. 


Capítulo 4: FUNCIONES 

TRIGONOMÉTRICAS 

19. Funciones trigonométricas. 

20. Interpretación y análisis de 
funciones trigonométricas. 

21. Funciones trigonométricas 
inversas. 

22. Ecuaciones trigonométricas. 
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DC Buenos Aires 


Geometría y álgebra 


e Revisión de las operaciones entre vectores (suma, multiplicación por 
un escalar) de forma gráfica y algebraica. 

• Ecuación vectorial de la recta. 

e Noción de fractal. 

e Modelos matemáticos que exhiben una estructura a varios niveles 
de escala y se utilizan en la gráfica computarizada como el copo de 
nieve de Koch. 


Números y operaciones 


e Ampliación de los conjuntos numéricos para arribar a los números 
complejos. 

e Números complejos. Concepto. Relaciones entre las diferentes 
representaciones. 

e Operatoria en complejos. 

• Uso de calculadoras científicas parta promover el cálculo con 
números complejos. 


Funciones y álgebra 


° Revisión y profundización de conceptos trabajados en años 
anteriores referidos a funciones y su graficación. 


Álgebra y funciones 


• Funciones trigonométricas utilizadas en las ciencias para describir 
fenómenos periódicos. 

° Análisis y discusión de las escalas elegidas en los ejes рага 
graficarlas. 

° Resolución de ecuaciones trigonométricas. 


Capítulo 5: LÍMITES 

23. Concepto intuitivo de límite. 

24. Límite de una función. 

25. Propiedades de los límites. 

26. Límites infinitos. 

27. Indeterminaciones del tipo 0/0. 

28. Indeterminaciones del tipo 
00/00. 

29. Continuidad de una función en 
un punto. Discontinuidades. 

30. Asíntotas. 


Capítulo 6: DERIVADAS 

31. Concepto de derivada. 

32. Derivación de funciones 
elementales. 

33. Derivación de funciones 
compuestas. 

34. Recta tangente y recta normal. 

35. Extremos relativos. 

36. Concavidad. 

37. Análisis y gráfico 
de funciones. 

38. Optimización. 

Capítulo 7: INTEGRALES 

39. Función primitiva. Integrales 
definidas. 

40. Integrales por sustitución. 

41. Integrales por partes. 

42. Integrales definidas. Regla de 
Barrow. 

43. Cálculo de áreas. 


Capítulo 8: PROBABILIDAD Y 

ESTADÍSTICA 

44. Variables aleatorias. 

45. Parámetros de posición y 
dispersión. 

46. Correlación lineal entre 
variables aleatorias. Recta de 
regresión. 

47. Lectura, análisis e 
interpretación de gráficos de 
dispersión. 

48. Distribuciones continuas. 

49. Distribución normal. 
Esperanza matemática. 

50. Distribución normal estándar. 

51. Distribución binomial. 


Álgebra y funciones 


° Aproximación al concepto de límite como sucesión de sumas 
parciales de una sucesión. 

e Concepto de límite. 

e Límites en el infinito. 

e Continuidad. 


Álgebra y funciones 


° Derivada. Concepto y aplicaciones. 

e Derivada de un punto. 

e Función derivada. 

• Estudio completo de funciones sencillas para resignificar conceptos. 


Álgebra y funciones 


° Integrales. 
e Cálculo mediante la antiderivada. 


Estadística y probabilidad 


e Distribución normal. 
e Distribución binomial. 
e Uso de calculadoras. 
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Organización de los capítulos 


Organización de los contenidos Ciudad Autónoma de Buenos Aires 


y contenidos del libro 


Capítulo 1: VECTORES Y 
FRACTALES 


1 
2. 


3. 


4. 


5. 


. Vectores. 


Adición y sustracción de 
vectores. 

Producto de vectores. 
Módulo de un vector. 
Ecuación vectorial de la 
recta. 

Noción de fractal. 


Capítulo 2: NÚMEROS 
COMPLEJOS 


6. 


ye 


8. 


9. 


10. 
11. 


El conjunto de los números 
complejos. 

Módulo de un complejo. 
Forma polar y 
trigonométrica. 

Adición y sustracción. 
Potencias de 1. Cuadrado y 
cubo de un complejo. 
Multiplicación y división. 
Operaciones combinadas. 


Capítulo 3: FUNCIONES 


12. 


13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 


Función parte entera, por 
partes y valor absoluto. 
Función lineal. 

Función cuadrática. 
Función polinómica. 
Función racional. 
Función homográfica. 
Estudio de funciones. 
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DC CABA 


Geometría y medida 


e Producción de expresiones algebraicas para modelizar relaciones entre 
puntos del plano cartesiano. 

° Uso del teorema de Pitágoras para elaborar la fórmula de la distancia 
entre dos puntos en el plano coordenado y la ecuación de la 
circunferencia. 

e Distancia de un punto a una recta. 


Objetivos 


e Apelar al recurso algebraico para resolver problemas que involucran 
puntos en el plano y diferentes figuras geométricas. 


Se propone como contenido complementario. 


Funciones y álgebra 


e Modelización matemática de situaciones apelando a las funciones 
parte entera, valor absoluto y funciones definidas por partes. 

e Modelización de situaciones mediante funciones racionales. 

e Modelización de situaciones utilizando funciones vistas en este y otros 
años. 

e Estudio de las funciones parte entera, módulo y racionales. 


Objetivos 


e Modelizar y resolver situaciones problemáticas extra e 
intramatemáticas que involucran la función parte entera y funciones 
definidas por partes; funciones racionales; combinaciones de 
cualesquiera de las funciones estudiadas durante el ciclo secundario. 


Capítulo 4: FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS 


19. 
20. 


21. 


22; 


Funciones trigonométricas. 
Interpretación y análisis de 
funciones trigonométricas. 
Funciones trigonométricas 
inversas. 

Ecuaciones 
trigonométricas. 


Capítulo 5: LÍMITES 


23. 
24. 
25. 
26. 
27. 


28. 


29. 


30. 


Concepto intuitivo de límite. 
Límite de una función. 
Propiedades de los límites. 
Límites infinitos. 
Indeterminaciones del tipo 
0/0. 

Indeterminaciones del tipo 
00/00. 

Continuidad de una 
función en un punto. 
Discontinuidades. 
Asíntotas. 


Funciones y álgebra 


e Distintas definiciones de ángulo y diferentes notaciones. 

e Distintas formas y sistemas para medir ángulos. 

e Problemas en contextos matemáticos y extramatemáticos que se 
resuelven usando las funciones trigonométricas. 

e El comportamiento de las funciones trigonométricas. Uso de software 
matemático. 

° Estudio de las funciones seno y coseno. Dominio e imagen. 
Periodicidad, ceros. Intervalos de positividad y negatividad. 

e Representación gráfica. 

• Estudio de las variaciones de la amplitud y frecuencia. 

° La función tangente. Representación gráfica. Periodicidad, ceros, 
imagen. Intervalos de positividad y negatividad, dominio, asíntotas 

e Problemas que se modelicen mediante ecuaciones trigonométricas. 


Objetivos 


° Modelizar y resolver situaciones problemáticas extra е 
intramatemáticas que involucran funciones trigonométricas, 
considerando el comportamiento gráfico y la expresión algebraica más 
pertinente. 

e Comprender las características de las funciones trigonométricas 
incluyendo ceros, periodicidad, comportamiento gráfico, dominio, 
imagen y el significado de los parámetros que aparecen en la 
formulación algebraica. 


Números y álgebra 

e Aproximación de números reales por sucesiones de racionales. 
Concepto de número real. 

e Concepto de límite: aproximación intuitiva. 


Objetivos 


° Interpretar gráficamente la definición de número real como sucesión 
de números racionales. 

° Valorar la utilidad de modelizar matemáticamente diferentes situaciones 
y procesos identificando que permite estudiarlos con mayor 
profundidad y realizar. 
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Capítulo 6: DERIVADAS 


31. 
32. 


33. 
34. 
35. 
36. 
37. 


38. 


Concepto de derivada. 
Derivación de funciones 
elementales. 

Derivación de funciones 
compuestas. 

Recta tangente y recta 
normal. 

Extremos relativos. 
Concavidad. 

Análisis y gráfico de 
funciones. 
Optimización. 


Capítulo 7: INTEGRALES 


39. 
40. 
41. 
42. 


43. 


Función primitiva. 
Integrales definidas. 
Integrales por sustitución. 
Integrales por partes. 
Integrales definidas. Regla 
de Barrow. 

Cálculo de áreas. 


Capítulo 8: PROBABILIDAD Y 
ESTADÍSTICA 


44. 
45. 


46. 


47. 


48. 
49. 
50. 


51. 


Variables aleatorias. 
Parámetros de posición y 
dispersión. 

Correlación lineal entre 
variables aleatorias. Recta 
de regresión. 

Lectura, análisis e 
interpretación de gráficos 
de dispersión. 
Distribuciones continuas. 
Distribución normal. 
Esperanza matemática. 
Distribución normal 
estándar. 

Distribución binomial. 
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Se propone como contenido complementario. 


Se propone como contenido complementario. 


Estadística y probabilidad 


e Correlación lineal entre variables aleatorias. 

° Lectura, análisis e interpretación de gráficos de dispersión. 
e Distribución normal. 

° Uso de herramientas informáticas en la estadística. 


Objetivos 


e Modelizar y resolver situaciones problemáticas extra e 
intramatemáticas que involucran variables aleatorias con distribución 
normal. 

° Identificar las características de la distribución normal. 

• Establecer correlaciones lineales a partir de un conjunto de datos 
estadísticos. 


